SHU XUE JIADENA 
EmA G Ail 


+4 
Z 
H 
tr 
En 
2] 
d 
i 
{E 
Hi 
Cnag 
þé- 
ne 
he 
x 


The Mathematica! Gardner 
edited by David A. Kiarner 


Wadsworth International, 1981 


( 沪 ) 新 登 字 107 号 


数学 加 德 纳 
- 美 ] 戴 绯 . A + wiriy (David A. Klarner) 4% 
REE a TE 
上 海 教 育 出 版 社 出 版 发 行 
LAKAR 123 3) 

Si k #4 Fai E RER EHDI S HE ERR 
HÆ 850x1156 1.22 印张 114.75 插页 6 宁 数 386.000 
1992 42 n JAR a 1992 46 HA 1 MOEA 
FT 1— 2.100 本 
ISBN 7-5320-2311 7/G + 2247 定价 :( 精 )7. 90 元 


BRAT .加 德 钠 (Martin Gardner,1914 - DAK BA ER 
Sie weg ee ee 


BT + PeASR ERO BHR Ci eR wy AS RE ik- 
无 二 的 人 物 . 在 《科学 美国 入 》 杂 志 上 每 明 一 篇 的 专栏 文章 己 经 持续 
DPE bk. eR RE BEL tH, RAF Be RR 
ET RAKE HABA. ae 接受 性 方面 迹 出 了 巨大 
的 步伐 . 由 地 他 的 忘我 工作 与 生花 妙 特 ,已 经 把 一 中 访 来 人 们 认为 站 
BER ASE RR T Ea, 活 小 有 血 有 网 HFK" RG CARLES 
年 投身 于 数学 之 三 ,从 而 实质 上 起 到 了 “招兵买马 ”的 作 闲 , 为 数学 立 
下 了 汗马功劳 . 对 此 ， pei eine 誉 之 为 “数学 的 传教 
CMR SRT EZUR HRR OAE ET E AS eZ 
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“在 数学 这 订金 茵 辉 大 、 祥 蔡 庄 严 豪 不 亚 于 喘 杯 比 斯 的 神 店 中 ， 
Re RCL EA. EIL EM, tee i RS REAR 
RR UTR OK RHEE ab ET ay FP a ABE > 
了 他 的 .” 

如 丁 ， 加 德 纺 是 一 位 多才多艺 的 人 物 , 他 在 新 闻 、 折 学、 文艺 等 
领域 都 不 过 建 森 ,甚至 过 血 括 魔术 , 作为 一 位 “起 级 庭 术 家 ”他 以 切 
身 的 感受 写 了 不 少 批判 伪 科 学 的 文章 , 令 人 拍案 叫绝 .不 过 ,他 的 主 
i 


yuet 


要 业绩 ,无 疑 是 在 数学 方面 - 称 之 为 “数学 加 德 纳 ”, 实 在 是 最 切 当 的 . 

马丁 ， 加 德 纳 以 毕生 精力 为 数学 所 做 的 传播 工作 ,其 价值 无 可 
估量 , 世界 上 许多 著名 数学 家 在 赞赏 理解 与 支持 之 余 , 也 觉得 理应 
有 所 表示 . FR UKG He RH + Ht Hh (David Kiarner) Æ X , 4 
约 各 自 撰 写 一 篇 自己 最 拿手 的 文章 ,汇集 成 书 , 以 作为 对 马丁 ， 加 德 
纳 先生 65 岁 寿 搬 的 献礼 .此 项 工作 只 是 在 较 小 的 圈子 内 进行 ,而 并 
没有 大 事 张 扬 . 因为 ,马丁 。 加 德 纳 的 崇拜 者 遍及 全 球 ,如 果 公 开征 
文 , 那 么 应 征文 章 必 将 如 雪 片 飞 来 ,势不可挡 . 

虽然 如 此 ,本 蔬 的 作者 中 却 拥 有 为 数 众多 的 当代 第 一 流 数学 家 - 
例如 著名 的 计算 机 科学 大 师 唐纳德 。E。 克 努 特 (Donald E. Knuth) 
《他 一 人 就 写 了 两 篇 文章 ), 图 论 大 师 贝 尔 热 (Claude Berge), 1 £A 
多 伦 多 大 学 教授 ,伟大 的 几何 学 家 考 克 塞 特 (H, S. M. Coxeter) 以 及 由 
于 发 明 无 法 破译 的 数论 “公开 密码 ”而 建立 了 特殊 功 巧 的 , 麻 省 理工 
学 院 4M. I T. ) 的 三 位 专家 . 蕉 节 如 此 众多 的 专家 于 一 书 ,在 数学 出 
版 物 中 是 很 少见 的 , 因此 本 书 问 世 以 后 ,引起 了 各 国学 术 蜡 的 极 大 重 
视 , 新 闻 媒 介 也 纷纷 作 了 报道 .， 

在 众多 书评 中 ,国外 许多 有 识 之 士 几 平一 致 指出 :数学 是 一 种 看 
不 见 的 文明 , 它 的 触角 几乎 涉及 一 切 领 域 ( 包 括 文学 ,艺术 、 法 律 , 语 
言 等 历来 认为 “与 数学 风 马 午 不 相 及 ”的 学 科 ). 在 未 来 的 信息 化 社会 
《也 叫 “ 后 工业 化 社会 ”) 中 ,传统 教学 方式 必 将 彻底 变革 .趣味 数学 
一 一 大 脑 体操 将 要 发 浑 它 越 来 越 大 的 作用 . 也 许 ,21 世纪 的 人 类 ,无 
WILED FREER- LEER ARAR ANE wk A 
步 -跳舞 、 上 卡 科 OK 一 样 . EEE, A RR, w AROR 
ALTER RE REE, RABE ORRA N. 

人 们 往往 有 一 种 牢 不 可 破 的 偏见 ,认为 今天 数学 的 发 展 非常 迅 
速 ,业余 爱好 者 们 除了 欣赏 其 成 果 之 外 ,已 无 用 武之 地 . 其 实 , 这 种 看 
法 有 其 一 定 片面 性 . 在 本 书 中 有 一 篇 文章 专门 讲 美国 的 一 位 家 庭 妇 
女 玛 乔 莉 。 赖 斯 (Marjorie Rice) 的 事迹 ,着 了 之 后 着 实 令 人 感动 - 这 
位 耶 女 众多 、 成 天 围 着 锅 台 转 、 又 未 受过 年 规 大 学 教育 的 妇女 ,仍然 


在 五 边 形 灸 嵌 问 题 上 作出 了 前 人 所 没有 的 发 现 ,足见 “科学 宝座 * 人 
人 得 而 问津 ,并 不 是 某 些 人 的 "禁区 ,或 * 世 缆 领 地 ””， 

中 国 重 统 的 著名 数理 逻辑 学 家 主 浩 (CH. Wang) 业 已 证 明 非 周期 
性 的 铺 砌 与 计算 机 科学 、 膛 辑 学 都 有 紧密 联系 , 即 可 以 决定 一 个 算法 
以 判明 给 定 的 一 组 原始 大 块 能 否 铺 瑾 平面. 无独有偶, 当代 杰出 的 代 
数学 家 ,英国 剑桥 大 学 著名 教授 ,广义 逆 算 阵 理 论 的 莫 基 人 罗 杰 。 芯 
罗斯 (Roger Penrose) 对 铺 碟 问题 也 表现 了 巨大 的 兴趣 ,他 先后 发 现 
TAS eS ORR AA RBC RA WHER ESS 
领域 中 ,有 着 潜在 的 应 用 价值 . 

考 克 塞 特 教授 是 跨越 世纪 的 数学 名 闭 f 数 学 拾零 》(Mathematical 
Recreations and Essays, 由 剑桥 大 学 三 一 学 院 的 露 斯 鲍 尔 (W. Ww. 
Rouseball) 寺 十 九 世纪 中 叶 写 出 ) 的 最 近 一 次 修订 者 ,他 在 收入 本 书 
的 “天 使 与 魔鬼 ”这 一 篇 文章 中 ,用 精炼 的 有 限 群 论 原理 对 脸 灾 人 开 
Bit = A E RK IR RK AR (Escher) 的 一 此 精彩 作品 作 了 透彻 的 调 肖 .看 他 
的 文章 ,无 异 是 一 种 智慧 的 享受 . 顺便 提 一 下 ,和 他 的 另 一 篇 论文 “在 纯 
粹 与 应 用 数学 研究 中 美学 所 起 的 作用 ”(The role of aesthetics in pure 
and applied mathematical research} 224 (fH RBA H BAK MITA 
论文 . 人 们 可 以 预期 ,在 下 一 世纪 ,人 们 为 了 填 平 数学 与 艺术 的 鸿沟 ， 
CHS RR RRA WH FF. 

本 书 的 精采 篇 章 很 多 ,我 们 不 可 能 、 也 不 打算 一 一 介绍 , “如 人 人 馈 
水 ,冷暖 自 知 ”, 还 是 请 读者 自己 去 鉴赏 吧 ， 

HEE ELER ALZA ”本 书 也 有 许多 不 足 之 处 . CAM 
者 的 第 一 个 印象 是 ,全 书 缺 乏 统 一 的 体例 ,听任 各 位 专家 自行 其 是 ， 
因而 造成 笔调 不 一 ,风格 不 一 . 有 的 篇 章 读 起 来 相当 轻松 ,妙趣 横生 ， 
AMAT RMR ERED ARRENAK BRD RE 
而 令 人 感到 英明 其 妙 . 

本 书 的 扫描 面 虽然 很 广 ,但 对 马丁 。 加 德 纳 的 笔触 所 涉 之 领域 ， 
仍 不 过 是 巨 厦 中 之 一 角 . 他 所 写 的 一 些 精彩 篇 章 并 未 能 涉及 ,特别 是 
与 东方 文明 有 关 的 部 分 ,例如 纵横 图 、 昂 经 、 折 纸 、 六 子 联 劳 以 及 号 称 
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“中 国 一 绝 ” 的 拓扑 游戏 等 内 容 , 这 实在 是 令 人 遗憾 的 . 

盘 译 本 书 的 困难 很 多 ,主要 有 下 列 几 点 :一 是 许多 作者 对 数学 科 
普 工 作 并 不 在 行 ,有 些 人 约 母 语 并 非 英 语 ,他 们 所 写 的 文章 本 岛 就 不 
是 很 规范 化 的 ;二 是 某 些 篇 章 列 有 大 量 文献 ,因而 王 文 就 写 得 十 分 简 
咯 , 而 这 些 文献 很 难 全 部 看 到 ;三 是 我 国 不 像 日 本 那 祥 , 拥 有 一 支 力 
量 雁 厦 的 趣味 数学 梯队 ,许多 事情 只 能 孤军 奋战 ,缺少 相互 切磋 的 机 
& 因此 , 泽 者 虽然 付出 了 艰巨 劳动 ,元 这 了 许多 不 眠 之 夜 , 但 是 , 牙 
漏 不 当 之 处 ,肯定 在 所 难免 深 望 海内 外 高 明之 士 , 有 以 教之 . 


谈 fA 
1990 年 9 月 写 于 春 申 江 上 . 
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本 书 的 一 些 文章 部 是 献 给 马丁 ， 加 德 纳 的 ,他 是 世界 上 最 伟大 
的 数学 讲解 员 与 普及 大 师 .我 们 的 文章 仅仅 局 限于 这 一 狭 时 领域, 然 
而 如 德 纳 的 兴趣 与 成 就 却 涉及 许多 学 科 . 因此 ,我 们 把 这 本 书 到 和 名 为 
《数学 加 德 纳 》 并且 热 切 地 盼望 另外 的 一 些 书 ,例如 《 麻 术 加 德 纳 》、 
《文学 加 德 纳 》《 碧 学 加 德 纳 》 以 及 《科学 加 德 纳 》 等 也 能 相继 问世 .我 
们 所 取 的 书 名 自然 也 是 一 个 双关 语 , 因 为 马丁 ， 加 德 纳 对 数 党 公众 
的 关系 正如 团丁 问 一 个 美丽 花 辕 约 关系 9. 这 本 书 的 一 批 作者 只 不 
过 是 一 大 群 数 学 家 中 的 一 小 部 分 ,他 们 的 工作 受到 马 王 。， 加 德 纳 在 
《科学 美国 入》 上 逐 月 发 表 移 “数学 游戏 ”专栏 文章 的 启发 . STKE 
单 是 数学 文章 的 作者 ,他 这 辐 读者 们 广泛 联系 ;经常 交 痪 各 种 问题 与 
信息 ,激励 侧 造 活动 . 分 前 全 后 ,他 都 是 有 力 人 均 . 

两 位 光 生 在 编辑 本 书 的 过 程 中 特别 有 贡献 . FAB o BE RH 
(Ronald Graham) 5 È 48 + w FF (Donald Knuth) T ZH OES T 
专文 .还 从 其 他 作者 那里 全集 稿件 . BHU FH, RAE 
阵 计 士 四 看 来 已 摘 到 了 -号 手 笨 , 打 算 偷 偷 摸 摸 地 出 海盗 版 由 于 出 


@ GAH, Gardner XP GI T Ceardener){N2--F- PM, ARBEIT. 

四 BAM: MN + AE + WHR LRAT + INET RRR iA Se” 
E WEARER TIRARE) BH. BARB SRR CHES 
“HARE EA HEF. 


数学 加 德 纳 


节 计 划 是 消 渭 地 洪 行 的 .上 音 们 攻 是 请 过 媒人 接触 来 选 定 ,而 不 是 公 
开征 文 的 结果 .现在 我 必须 向 那些 愿意 握 稿 的 人 表示 歉意 , 公开 征文 
的 呼吁 不 仅 会 破坏 人 们 的 新 奇 感 ， 而 且 必 将 导致 大 批 稿 件 雪 片 般 光 
KR BK A FS. 

TFS ARRIER I She PAR HR a) BE A OE eH TE 
BELA RAR. PARR FEA R Hoffman) 4 +, £ te ¥ 
OY XP aA TEH OE HE A RM a A BK M 
计划 ,尽管 它 要 点 用 我 大量 研究 时 间 . REGRA E AHA I 
-Ra + pi E Kara Lynn Æ A ROE gJr R A Poo E oA T E 
TE 18 -E oy AB fi gE EW GE E me OLS HY A ee, r tb T E 
BH BEA HR. E HAR A a, E A A eR tE ,在 
这 方面 我 的 & +3 FS + +H (Elizabeth Newton) 的 工作 确 是 无 可 
估量 的 .最 后 ,我 要 感谢 苏 现 。 格 兰 汉 姆 (Susan Graham) 以 及 
Prindle, Weber and Schmidt 出 版 公司 有 关 方 面 的 真诚 合 人 千 , 其 中 ,所 
Ht + $f à (Therom Shreve) 尘 别 应 尖 提 “一 笔 . 


WHE + A， 克拉 纳 


@ 详 者 注 ， 请 参看 上 海 科普 出 版 社 1990 千 7 月 出 版 的 Y 不 可 思议 的 矩阵 博士 》… 
书 , 出 版 时 改名 为 (“科学 算命 "之 迹 
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博弈 游戏 
一 杜 滚 球 游戏 的 六 级 理论 
=.. + Æ È fk -K - ž 4P (Richard K. Guy) 
SEE NCEE RE ` 种 单 人 纸牌 游戏 
+ -~ f& + AACN. G. de Bruijn) 
一 个 Hex RGB TIRE 
deed de + Moras + WAR 74 (Claude Berge) 
LAETITIA ne E + HPM Gim Boye) 
心理 扑克 
Mit + B RAR CAdi Shamir) 
- oie > L- P AAA} Ronald L. Rivest) 
#2 > M «+ FT ik $ (Leonard M. Adleman) 
便宜 .适中 、 高 价 BER + ÆR (Vašek Chvitai) 
ee 


+ RH + Ne SH (David Berengut) 
几 Of 
由 切 圆 的 花环 
ee 所 罗 门 WW， 采 隆 姆 (Solomon W. Golomb) 


re ee  emme ea ramSe t amt t t wm a me a a 


翻 出 自行 车 内 胎 ……-…-……-.， bt 4b © Æ aH (Herbert Taylor) (93) 


牵引 自如 的 曲面 …… 和 0 罗伯特 。 康 纳 利 (Robert Connelly) (98) 

植树 问题 eeeneasnent asst eenevs 2 HF + 44K (Stephan Burr) (110) 

WE DOPE AR RE cee eer eee eee eee 霍华德 ， HK Mf (Howard Eves) (122) 

巴 布 斯 是 怎样 做 的 ? …………… FER © HEB $ (Leon Bankoff) (135) 
= # & ® 


TE CHE RG A] veneer Roe Ls 格雷 汉 (R.L. Graham) (145) 

分 解 成 不 同 的 正三 角形 ……*…… WoT. IRAE CW.T. Tutte) (153) 

表扬 业余 爱好 者 

geste coe BAR M + th te RA fh (Doris Schattschneider) (169) 
平面 铺 砌 的 若干 问题 

Sh 4 & + AME e tł (Branko Griinbaum) 

TUT 杰 弟 里 - GSR 4k (G. C. Shephard) 
天 使 与 魔鬼 eee H> S- M. # # RJ (H.S. M. Coxeter) (234) 


= HD 


装 箱 问 题 与 不 等 式 ……………- D + G - Æ $ (D.G. Hoffman) (253) 
立方 体能 否 避 免 面 面 相 接 ? 

sen 42.2% I M- 罗 宾 孙 (Raphael M. Robinson) (269) 

手 对 称 五 连 块 的 拼装 ………… C。J， 博 块 普 ({C.J. Bouwkamp) (278) 

Sle ee 

t. - RH + A- $32) (David A. Klarner) (288) 


(201) 


文字 游戏 与 动脑 筋 趣 题 


RZD eeren 唐纳德 " E> 克 努 特 (Donaid E. Knuth) (313) 
非 殉 和 直流 5 Mat Ae + S (Scott Kim) (317) 
有 魔力 的 立方 八 面 体 

ET © 查理 。W + APS (Charles W. Trigg) (324) 


游戏 .图 与 画 席 ………… 罗斯 - 享 斯 伯 格 (Ross Honsberger) (330) 


探查 转台 
BAR + T + 34. fe (William T. Laaser) 


on AR + HAS YW (Lyle Ramshaw) 
数 与 编码 理论 


超自然 数 ………… 唐纳德 ，R。 交 努 特 (Donald E. Knuth) (375) 
计数 图 论 学 家 及 其 计数 对 每 


{344) 


nae - 9 DH Re + F fe (Ronald Read) (394) 
ZU REID Eju eere Ne de A 。 斯 隆 纳 (CN.J.A-Sloane) (417) 


toO Mem etme aed ream Liv I, ERR NE = I w pée I me SE ATT ha a NT EH aR o 


O 卡尔 盖 菜 大 学 


C] ese K + 34 (Richard K. Guy) 


AM" WAM LOGE MAE A RI IS NAMEN 从 SILA EY PLAICE. NAKID AOA AOEDD SAA 


eet 


二 柱 滚 球 游戏 殿 两 人 游玩 ,其 道具 是 一 些小 木 柱 ,排列 的 方法 有 
如 图 1 所 示 . 图 上 共有 八 列 ,每 列 有 1 或 2 根木 往 . 各 列 间隔 得 当 ,以 
致 投球 手 可 以 击 中 任何 一 列 或 相 邻 的 两 列 . 如 果 含 有 2 根木 柱 的 列 
被 击 中 , 则 该 两 柱 同 时 倒 下 . 在 搓 一 次 后 , 倒 下 去 的 木 柱 在 轮 到 对 手 
掷 的 时 候 不 再 竖 起 来 . 最 后 1 根 可 击 的 木 柱 倒 下 时 ,本 游戏 宣告 结 
束 , 此 时 的 击 球 手 就 是 赢家 . 游戏 规则 规定 :每 次 击 球 , 必 须 至 少 使 2 
起 木 柱 倒 下 去 ,不 准 你 去 击 只 有 1 根木 柱 的 1 个 列 . 因此 ,这 游戏 完 
全 有 可 能 在 一 些 孤 立 的 单 柱 询 仍然 存在 的 情况 下 宣告 终止 . 例如 ,在 
图 1 中 ,你 可 以 只 是 把 4 列 击 倒 , 但 不 能 仅仅 只 击 中 5.ce BEA, 
除非 你 同时 还 击 中 了 其 他 相 邻 的 列 . 在 4 列 倒 下 去 之 后 ,对 方 不 可 能 
同时 击 倒 co.e 列 ,因为 它们 是 不 相 邻 的 . 

二 柱 滚 球 游戏 被 认为 是 一 种 无 偏 社 的 博弈 ,因为 在 任何 状态 下 ， 
可 殿 选 择 的 策略 集合 对 两 位 局 中 人 来 说 ， 都 完全 一 样 . 反之 ， 国 际 
象棋 则 是 一 种 有 偏 得 的 博弈 . 因为 ， 在 任何 状态 ， 黑 方 与 白 方 可 选 
择 的 策略 集合 并 不 相同 .最 后 一 位 游戏 者 被 认为 是 赢家 的 无 偏 博弈 
理论 并 未 为 人 广泛 通晓 ， 虽 说 它 理应 如 此 . 这 一 理论 是 Sprague 
C21) 与 Grundy (12) 以 及 其 他 人 先后 互相 独立 地 发 现 的 . 他 们 发 现 : 
在 任何 无 偏 博 蛮 中， 每 个 状态 都 具有 一 个 尼 姆 值 ， 这 就 是 说 ， 它 等 


上 


LESE) 


HT-A ERE, BERR U, 2. 153 中 的 -- 堆 豆子 ， 有 -个 
决定 状态 的 尼 姆 值 的 简单 法 则 ; 
在 可 供 自由 选择 的 对 策 的 尼 姆 值 中 取 其 最 小 排外 值 
mex, i 
一 个 非 负 整数 集 的 最 小 批 外 值 mex 是 不 属于 这 一 集合 的 最 小 
非 负 整数 . 例如 mex (5,3,0,7,1) =2, mex Ø =0, HI RABE 
无 选择 自由 ,游戏 宣告 结束 ?的 尼 姆 值 是 0 
尼 姆 值 也 称 为 Sprague-Grundy 函数 , 它 的 重要 性 来 自 下 烈 事 实 : 
无 偏 博弈 的 一 切 状态 构成 一 个 阿 贝 尔 加 法 群 . 事实 上 ,凡是 最 后 下 着 
算 赢 的 -- 切 博弈 (其 中 也 包括 有 偏 祖 的 ?都 是 这 样 ,不 过 ,Sprague- 
Grundy 理论 只 能 适用 王 无 偏 博弈 的 那个 子 群 . 
两 个 或 两 个 以 上 状态 (不 一 定 要 求 它们 属于 同一 种 博弈 游戏 ) 的 
和 (也 称 为 析 取 ) 可 按 如 下 方式 进行 ， 
轮 到 他 走 的 局 中 人 可 任意 选择 一 个 子 博 弃 , 并 在 其 中 
走出 合 平 规则 的 一 步 . 
当 每 一 个 子 博 栾 都 结束 时 ,复合 博 蛮 宣告 结束 ， 最 后 能 下 着 者 算 
是 赢家 , 容易 看 出 ,这 种 加 法 能 满足 交换 律 与 绪 合 律 . 


二 杜 湾 球 游戏 的 高 级 理论 


群 的 么 元 ( 单 位 元 ) 和 显然 是 终 同 ,而 任意 状态 的 负 状 念 则 仍然 是 
WEAR AS. 不过 是 由 对 方 先 下 着 (在 元 偏 博弈 中 任 一 状态 的 负 状 态 就 
re HAS SE). 绝 大 多 数 人 在 无 意 中 发 现 了 所 谓 * 亦 步 亦 趋 ? 庶 则 得 以 适 
用 的 博弈 游戏 . 这 时 你 可 以 采用 一 种 后 发 制 人 的 对 称 策 略 , 即 模仿 对 
方 的 一 挡 - oR RE A E s BA RE F 这 种 加 法 群 不 仅 在 数 
学 上 非常 天, 订 且 在 实用 上 也 是 午 旧 的 ,因为 许多 博弈 游戏 存 正 常 进 
行 的 过 程 中 可 以 分 解 成 一 些 子 博弈 的 和 . 例如 ,二 柱 滚 球 游戏 相当 典 
型 的 -着 是 把 -- 行 分 型 为 两 短 行 ,于 是 .下 - 步 就 必须 在 两 行 之 -中 


采取 行动 . 
最 后 下 着 答 作 医家 的 元 偏 博 守之 Sprague-Grundy 理论 的 主要 结 
果 可 归纳 为 下 列 定 理 ; 


两 个 博 章 之 和 前 尼 姆 值 是 它们 的 尼 姆 值 的 尼 姆 和 . 

要 想 米 出 两 个 非 负 和 整数 的 尼 姆 和 .只 竖 对 它们 施行 没有 进 你 
的 一 进 制 加 法 .这 就 足 Bouton[ 拉 在 其 分 析 尼 姆 游戏 (也 可 参 
看 [22 与 [152) 的 原始 论文 中 所 用 的 运算 . 是 然 我 们 有 了 了 Sprague- 
Grundy 理论 , 尼 姆 即 可 视 为 … 切 无 偏 清 先 的 诛 型 :典型 的 已 姆 状态 
EED REIRE, ETE PRED. AATA- -ERAT 
交道 . 

RETR ER Bp aR IR n XM + (AK BE (Elwyn Berlekamp) 首 先 发 
AL. FEA aT A BT A BY A ae a CR SA CLO AF PEAT 
妙 解 析 见 文献 3 的 第 16 BI PSS. 它 也 包罗 了 作为 其 特 
fal A FR ya] (Kayles ) PFE C8, 19, SULA A it BE EG FP AB) ri] (Dawson's 
Kayles) iif 46.77. Fe i144 FET SC OA TR ot AL OH ES 
AY. SEE, Guy F Smith 1 和 4 和 已 经 研究 了 -大 族 * 取 子 与 分 开 " 游 
戏 , 玩 这 些 游戏 的 道具 是 排 成 几 行 或 集成 几 堆 的 豆子 . 它们 也 可 以 称 

@ PATE: RAE RE OW BE) iB X, BR A ER TI Proceedings of Cambridge Philosophi- 
cal Society 248 ak Hy 52 4 514—526 页 , RAM REM. 建议 有 兴趣 的 该 痢 首先 要 阅读 
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em RY ME ek a ee Se ao 


为 八 进 码 游戏 ,因为 游戏 规则 可 通过 八 进 码 来 加 以 描述 ， 


do. didzda…… 


这 里 du 一 0 或 4( 把 一 行 或 一 堆 豆 子 分 为 两 行 或 两 堆 , 不 准 有 空 
集 , 也 不 取 走 任何 -… 粒 豆子 ), 0d 所?, 对 r+ 守 1; 各 位 数码 的 意义 见 
表 1. 例如 ,被 丢 得 涅 (Dudeney) 称 为 Kayles[8), 党 伊 德 (Loyd) 称 为 
Rip Van Winkie@ 的 游戏 C19,9] ,用 这 种 八 进 码 表示 时 就 是 0. 77. 事 
实 上 , 它 是 二 柱 滚 球 游 戏 的 特例 , 即 当 每 一 列 都 惟有 两 根木 柱 . 于 是 ， 
游戏 规则 可 简明 地 概括 为 : 拿 走 上 列 或 ?2 个 相 邻 的 列 ， 

T.R' 道 森 所 提出 的 -个 问题 促成 了 八 进 码 游戏 的 数学 分 析 ， 
他 是 “侏儒 象棋 "专家 [6,7] ,该 问题 称 为 道 森 氏 象棋 . 下 这 种 棋 的 棋 
BAA SH AAR 2@) 白 方 与 黑 方 的 兵卒 分 别 位 于 第 1 和 第 3 
行 , 吃 子 是 强制 性 的 (可 吃 的 子 一 定 要 吃 , 不 能 不 吃 ), 棋 赛 的 性 质 是 
一 种 比较 特殊 的 “ 输 棋 ”， 就 是 说 ,能 走 最 后 一 步 的 人 算 输 .凡是 懂 
得 国际 象 袖 的 兵 帝 走 法 以 及 吃 子规 则 的 人 马上 就 会 看 出 ,在 双方 
交 奉 吃 子 之 后 ,，- 对 兵卒 就 陷入 相互 顶 牛 的 状态 而 丝毫 不 能 动弹 加 . 
由 此 可 见 , 道 森 氏 象棋 实际 上 与 一 行 豆 子 游 戏 等 价 . 在 该 游戏 中 ， 
可 以 歌 走 任何 一 颗 豆子 ,但 必须 把 它 的 紧邻 豆子 同时 到 走 .( 如 豆 
子 在 中 间 ; 则 必须 把 它 的 左 , 右 紧邻 豆子 同时 取 走 ;如 豆子 在 边 
上 , 则 必须 把 紧 挨 它 的 一 颗 竖 子 同 时 取 走 ;如 为 孤立 的 豆子 , 则 不 
RE R O 你 可 以 用 八 进 码 进行 对 照 , 就 会 知道 这 种 游戏 的 代码 是 
0. 137. 


@ 译 者 注 : Rip Yan Winkie, A $ db- -觉醒 来 ,世事 书 如 沧海 桑 耻 :发 生 户 变 . 其 情节 
BUF RACH PMI MAK ARABS. M(Sam Loyd MRS ARAB), RB 
有 图. 

O FP: 实际 上 是 3 行 8 列 ,此 处 n 一 8. 

O 译 者 注 : 由 于 由 盘 上 一 共 只 有 3 行 ,所 以 * 吃 过 路 兵 " 等 复杂 情况 不 会 发 生 . 如 第 一 
列 的 自 座 向 前 进一步 , 则 第 二 列 的 黑 兵 便 斜 走 -- 糙 把 它 吃 掉 , 此 时 第 二 列 的 白 卒 马上 又 把 
RRM. FRA NHAREG AR ERE 其 余 情 况 请 读者 自己 考 被- 
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表 1 
八 进 数码 d. 的 意义 . 
s 8 2 @ 8 8 9 8 
A a A a à a à 
A EA 
2 
双方 准备 下 道 森 拱 象 棋 
7 


BRIE A: 


MMT PRT. 
E AAE ET A Ba. 

M PRR TIH TA- -2 A TY 
RE rA T. 


不 存在 合乎 规则 的 行 趟 来 取 止 * MOF. 


对 以 上 是 种 情况 中 的 全- 


re LF. 

CREO ITR Lind. 
AES PPPS REI PARE 0 
Re PA RF 
RT 
fe EDT ey AROE » BE 
PEA Ef. OT ANE Fe Df F 
或 ? 行 的 证 - 


REL MRE RE PPIE Bit 
RESET OR TOPER FAJ 1 iyat 
A E 


HEHE r BETI A SZR 
£. 
TAARE OFA HERE 
7M CBRE E fi 
THF. 

“Fa OL AB ef UAE 


CFR F 0 HESR 1 HED. 
AS AT er be M PRE 
PAI HE fe La i r RIE 
PE KEETE Se fi f 
fr r BG Py HE af A Se 
Wk RAE PRs +e - 
SEAR Ud? e FH Ae Ta ey De HE 
HRS. 
RLA ef CR Ae ay ~~ ME LR 
Hor RACER ER EA 1 HE ok 
2 ME a dy he 


AOR MAL COTA ROGE ri T 


CRF OL ae 27 y0. 


CRY Jy Go] ah 2 HED. 


es ee Pe oe ce. ie ccs 


HERR 


IE Or ith FR 4 He RELY GY AB EE s A FERRAR G E EE A RR 
形式 ,也 就 是 说 最 后 能 走 了 者 算是 输家 . 异常 形式 的 博弈 较 之 正常 形 
式 ( 最 后 能 行动 者 算是 赢家 ) 的 博弈 分 析 起 来 要 远 为 困难 得 多 . 由 于 
异常 形式 的 尼 姓 值 只 要 在 接近 收 已 时 略为 修改 一 下 策略 就 行 ,这 就 
给 人 和 们 造成 一 种 错觉 ,似乎 对 别 的 无 偏 博弈 所 取 的 对 策 也 可 以 类 似 
地 稍 恕 修改, 然而 ,对 绝 大 多 数 游戏 来 说 ,这 种 估计 是 不 正确 的 .请 
参看 Grundy Smith 的 文章 [131 或 Conway — 305 的 第 12 章 ] ,他 
给 出 了 异常 形式 的 道 森 氏 象棋 的 最 初 几 种 状态 的 分 析 《 在 八 进 码 代 
号 0. 4 游戏 以 及 Kaytes 中 [第 145 页 ] ,更 详细 的 分 析 可 参看 文献 [2] 
的 第 16 章 . > 

不 难 证 明 [14] ,代码 为 0.137,0. 07 与 0. 4 的 几 种 游戏 是 相互 紧 
密 联 系 着 的 . 我 们 把 0. 07 这 种 形式 的 游戏 你 为 道 麻 氏 开 和 勒 司 , 它 可 
以 用 排 成 一 行 的 豆子 来 做 游戏 ;每 一 步 定 义 为 又 走 两 颖 相 邻 豆子 . 由 
此 可 见 , 它 是 二 柱 滚 球 游戏 的 一 个 特例 ,这 时 每 列 只 有 OL AEE. 开 
勒 司 与 道 森 氏 开 勒 可 游戏 ,在 用 排 成 一 行 的 4 上 颖 豆子 来 玩 时 ,其 尼 姆 
值 已 被 人 发 现 C1 生 其 有 周期 性 ,除了 对 很 小 的 4 值 有 点 不 规则 以 外 ， 
上 述 两 种 游戏 尼 姆 值 的 周期 分 别 是 12 与 34. 

对 二 柱 滚 球 游戏 作出 完整 的 分 析 显 然 是 不 现实 的 ,因为 它 的 状 
态 非 常 之 多 . 对 a 列 来 说 ,究竟 有 和 多少 种 本 质 上 不 相同 的 状态 呢 ? 由 
于 正好 有 两 种 列 , 简 单 的 答案 便 是 2 个 状态 ,不 过 我 们 并 不 需要 研 
究 所 有 这 一 切 状态 ,因为 伯 勒 坎 普 业已 指出 状态 之 间 的 一 些 等 价 关 
系 ,你 也 容易 验证 其 正确 性 ， 


Te Ox ijk es- % ake se = OO jk tery 
2. eee ijk % Ù imm vee oe ijk 二 ima sy 
3. ose ijk * OO x imn rre = ssa ijk 关 x imn ee, 


这 里 0 表示 只 有 | RACERS CH PPT RRA RH A, 
Ak E A] LASER BIAS fs x 表示 有 2 根木 柱 的 列 ( 任 总 一 方 都 可 以 


HERRERA ABER 


而 倒 它 ,因此 它 相 当 十 尼 姆 值 为 1 的 堆 ). 游戏 之 星 [ 匈 5 的 第 72 页 ] 
与 字母 则 表示 两 种 列 中 的 任意 一 种 . 在 第 2 式 右边 .加 法 运算 符号 即 
表示 我 们 已 描述 过 的 桥 取 和 和 . 

于 是 ,我 们 只 宕 分 析 那 些 肉 端 有 一 -个 星 号 的 二 柱 深 球 游 戏 状 仿 
《例如 1 式 ) 以 及 不 出 现 0( 只 有 工棚 本 柱 的 列 或 者 至 少 有 二 堆 才 所 
现 0) 的 情况 (如 2 或 3 式 ). 其 有 此 种 性 质 的 二 进位 序列 已 被 Austin 
与 Guy[1J 彻 底 列 举 过 , 仅 术 过 他 和 们 用 0 与 1 来 代替 我 们 的 x* 与 0 
而 已 . 若 使 用 他 们 的 记号 ,这 类 二 柱 深 球 游 戏 的 有 关 数 生 便 是 aih, 
之 所 以 要 减 去 2. 那 是 因为 在 行 的 两 端 有 凑 个 星 号 之 故 . 数 扫 满足 下 
PPV AK 

o h= Bee 1 一 大 .2 十 大 1 

事实 上 


这 里 的 凡是 斐 波 那 跟 数 . 


人 


然而 ,我们 没有 必要 去 分 析 与 那些 已 分 析 过 的 状态 有 反射 关系 
的 状态 ,所 以 ,我 们 在 下 面 将 探讨 对 称 状态 数 Sn 

一 个 对 称 状态 的 中 心 是 四 种 类 型 4.8.C.D 之 一 ,已 表示 于 图 3 
的 左 方 . 项 为 奇数 , 则 记号 ? 代表 0 或 *. 若 * 为 偶数 , 则 用 一 对 相 
当 的 记号 来 代替 中 心 的 记 叶 . 中 心 记 号 ( 蔡 为 奇数 时 ) 可 以 被 下 而 
的 记号 取代 

(a)jx¥x, (KbI0x0， 或 (ec)000 
用 以 产生 多 出 两 列 的 对 称 状态 ,除非 人 a) 不 一 定 用 于 互 与 C ,(b) 不 一 
HF AmB. D 

车 4 为 偶数 , 则 将 中 间 的 一 对 记号 用 下 面 的 记号 予以 取代 

(a)x¥ * xx, (Ox #0,， 或 (cyY0 00 0. 


设 以 4 表示 属于 类 型 4 的 对 称 * 列 状态 数 ,B,C.,D, 分 别 表示 类 型 


B.C.D 的 , 则 
A= Ant Dros 


B, = A,-:, 
C= Bs, 
=C,_2+ aa 
id -rejk y rj A 
A eee Cae seo 
«+ #/000]e.--- B 
#0|0|0 æ- -+ HOOOlO s- c 
~+ 00000 «--- <0 00? 0]00s.-- D 
"0000?0l000... D 
D ~- 0001000- : 
O00 es]000-- 4 
3 
AE RT BAR AS Dt Pl 


考虑 到 D 的 两 种 歧义 ,在 计算 总 数 时 插入 一 个 系数 2， 
S =A, + B,+C, + 2D, 
= (A-2 + B2 t+ C2 + 2D-2) + (Aa + Cr + Dra) 
= (An + Br- + Croz + 20-2) + (Anns + Bria t Grea + 22,-4) 
于 是 可 知 ,s, 满足 以 下 递 推 关 系 
5. ‘ S= Ser F Sai 


其 值 为 


S= florya 
这 里 | | 为 底价 函数 (不 大 于 自 变量 的 最 大 整数 ) ,而 f 则 是 斐 波 那 契 
数 , 见 公式 4. 
因此 ,不 对 称 的 二 柱 滚 球 游戏 的 状态 数 ,在 不 把 反射 状态 看 作 不 
同 的 情况 下 ,可 计算 如 下 
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1 I 
=o as.) 一 才子 一 fia +72 十 一 asin 于 


2 3 
而 不 计 反 射 的 总 数 是 
1 1 ] ] ,RT 
=o tse) 一 人 3 


更 - - 般 的 情形 
ema, 
在 文献 [1] 中 进行 了 充分 讨论 ,该 处 记号 0 连续 出 现 的 长 度 至 少 是 
k 这 里 我 们 将 把 上 述 数学 解析 加 以 推广 ,以 获得 对 一 般 的 天 的 相应 
序列 si? ws 以 及 oP. 对 天 之 1 公式 一 般 为 走 , 但 对 4 上 一 1, 没 有 董 含 
什么 限制 条 件 (除却 规定 两 端 均 要 有 * 记号 ), 易 于 看 出 ,对 六 2( 以 
及 一 1) ,下 面 这 些 式 子 成 立 : 
f= 292, s= 2 VD y= De 3— Ql 32/2] g = 2 二 ola—3/2], 
从 现在 起 ,我 们 将 省 栈 上 标 (%). 
首先 ,我 们 利用 关系 式 ( 见 C12)， 
6. tn ™ ini — bnz tiniis 
故 有 
加 一 纪 -1 一 和 -1 一 如 .2z 十 加 -tl 
二 2 一 bas + faa H+ fna 


Shar — & + baei F bame Foe Fat 
出 于 4=b>-=—4=t44.=1 :我 们 有 


m—i—i 


T. in Éni = 2; hs 


这 是 一 个 计算 {} 的 方便 算法 - 我 们 也 可 就 此 公式 进行 求 和 以 
获得 


a aie 之 (m—k— ijt 
在 文献 [1) 中 并 未 给 出 公式 7 与 8. 


其 次 ,我 们 将 在 更 一 般 的 形式 下 建立 起 公式 5. 
11 


a BR 


9 Se= Sr -9° Srt- l. 


情形 A =2/ 一 1 AAR n= 2m 1 BY Am. 


一 一 -一 m-l 一 一 一 一 一 一 一 一 2m 


koere rer se g ooe -,，-…。 | Most tee aes C ee --- * 


| — m =. 


* OUNs -w * 000000% -e 
| m-i > ek=? l + m=i 一 kt l=2i + 


s ¢OR000D OO w--- « ac €O00000000%---+% 
全 并 一 上 一] =— 2 —— —m—t—1 一 一 一 2 十 2 一 一 


x0 00r m 0 00w 000 ey OM Oe 


ma 
连续 出 现 0, 其 长 度 ek 时 ,二 柱 滚 球 游戏 的 对 称 状态 . 


由 图 4, 我 们 可 以 看 出 ,对 称 状态 数 是 
Sa E Sem — 1 一 Sn 一 加 十 加 一 :十 加 -一 1 一 Ses +t 
Sa- = Stm 3 = Som .2 一 加 -1 十 加 -一 :十 如 -一 2 十 … 十 右 


Sa 一 一 Sn 一 2 一 名 一 加 一 1 二 i， 


m2 
一 -十 之 4 
由 7 式 , 故 得 Sa Sr T 92w 一 站 一 1 = Sm) = Sn a1 ESE RA AT 
要 的 结果 . 
情形 8 ”* 二 2i( 偶 数 ) ,类 似 情 形 A, 但 我 们 必需 分 别处 理 * 一 
2m 与 ?一 2m 一 1 
Sin 一 如 十 tai F faii H + hs 
Szm -1 bm 十 加 -1 十 加 -一 十 … + fy 
Sow- 一 加 T baii F iaa 十 和 十 二 
Sazm-3 bai 十 加 -5 十 加 -3 十 …" th, 
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HARARE 


Som — Soue 2 Sim -ba ach a:e 
Nm 一 Sima Ste tn 19 
利用 了 式 , 我 们 在 这 上 是 种 情况 下 部 能 得 出 9 式 , 同 前 面 一 样 - 
给 出 & 与 s EAE a RE 


z(1—z) 
‘C1 -z)2— 1? 


S€z,&)— 2182 = ees, 1° 
-利用 了 式 与 9 式 , 再 加 上 


ty 一 La, 一 Sete 一 tt + 二) 


就 能 够 使 我 们 计算 表 2 中 的 一 些 值 , 表 中 的 点 号 “…” 表 示 在 此 之 前 ， 
对 应 于 较 小 正 值 4 的 有 关 数 列 都 是 常数 . 
在 这 些 数列 中 ,出 现 于 Sloane 手册 5200 中 的 只 有 下 面 必 种 ， 
2 ae oe 2" -?, 
EAB RR .以 及 
IFAH 102,80. 
Be J BAD 3 PB AER CL Bt. Ee PE A BE = A 
中 位 于 广义 对 角 线 


Pyke Si 
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3x+2y—n- 1 
上 的 各 数 之 种 的 实例 而 被 提 及 的 . FE SRG 17,187, RA ARG} 
解 与 讨论 可 除 性 时 也 讲 到 过 它 . 例如 ， 

$F # 二 7m 一 3,7m 一 2 或 7m, Mi si 是 偶数 . 

能 整除 siia 的 2 的 最 高 次 寡 称 为 * 直 尺 函 数 ” hi 2m 中 2 的 最 
AKR. 7 

2 n= 18m—3,13m—2, 13m 成 13m 十 6, 则 3 能 整除 se. 

对 二 柱 游 戏 来 说 ,我 们 已 经 有 一 点 离 题 太 远 了 . 在 图 上 中 ,最 好 
的 一 击 是 什么 呢 ? 伯 勒 坎 普 的 等 价 方程 ( 即 1 式 ) 告 诉 我 们 , 列 可 以 
忽略 不 计 , 第 2 式 告 派 我 们 ,可 以 移 走 e 列 市 不 影响 状态 . 等 价 关 系 

a ha 


me 


a eb A 5 6 7 8 9 10 1!2 843 14 15 16 17 18 19 
in +1 4 7 12 21 37 65 1 200 351 616 1081 1897 3329 5842 10252 
s2 a» sl 2 2 3 4 5 7 9 ‘iz 16 21 28 37 49 65 86 IH 
u 0 O 1 2 4 8 15 28 SI 92 165 294 522 924 1632 2878 5069 
m wl 2 3 5 8 I3 22 37 G3 IO 186 322 659 973 1697 2564 5183 
20 2} 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
17991 R1572 58405 97229 170625 299426 525456 9zzt1 §618192 2R39729 4988377 
151 AAG 265 BEE ARD 616 $16 1681 1432 1897 2513 
8920 15686 2737) 48439 85n80 149405 262320 460515 898380 1418976 2491432 
907i 15886 27835 48790 85545 150021 263146 461596  p09812 1420813 2492945 
-Aa sS ? 8 Y 1011 i2? 13 14 ]5 6 F 18 19 20 ?t 
A 2 i H 17 27 44 72 117 18% 305. 493 798 3242 2093 1383 “3473 
k=3 a 2 2 3 3 5 5 8 & 12 128 21 2 31 31 55 55 89 
“0 N 1 2 4 i] 48 32 52 R8 142 235 BRYA 6&2 YHIR $664 2692 
sh 2 3 GF ll 16 e 4 Bo 10) 163 257 416 663 1073 1719 2781 
22 23 z4 25 26 27 28 29 30 31 32 
p 14328 23184 47518 6L69g7 :8209 158905 257114 416020 673135 1089155 
239 i44 144 233 233 377 377 610 610 987 987 
4383 7092 11520 18610 30232 48916 79264 128252 207705 336074 544084 
4472 7236 11664 18873 30465 49293 7964] 128862 208315 337061 545071 
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ee $ 


“5 6 7 8 9 1081 31213 J4 15 16 17 I8 19 20 2i 22 23 


l 2 4 7 11 18 23 34 52 St 126 194 296 450 685 1046 1601 2492 3753 
i=4 -1 2 2 3 3 4 5 6 8 9 12 14 18 22 27 34 41 52 63 
--0 O 1 2 4 6 9 1422 36 S7 90 139 214 329 506 780 1200 1845 


sl 2 3 5 7 HOH 20 30 45 69 104 157 236 356 S40 $21 1252 1908 


za 25 26 27 28 29 30 3i 32 33 34 35 


5739 8771 13404 20489 31327 47904 73252 112004 171245 261813 400285 612009 
79 97 120 49 1]83 228 280 348 429 531 657 B11 
2830 4337 6642 10170 15572 23838 36486 55826 8540% 130641 199814 305559 


2809 4434 6762 10319 15755 24066 36766 S6176 85837 £31172 200471 306410 


6 7 8 9 WW 1i 12 13 14 15 16 17 18 393 20 21 22 23 24 
“wl 2 a7 11 16 22 30 42 6! 9] 137 205 303 443 G44 936 1365 1999 
#=5 «rl 223 3 44 66 9 9 13 13 #18 19 28 28 41 41 
“0 0 L 2 4 6 9 12 18 26 41 62 96 i42 212 308 454 662 979 


srl 2 3 5 7 1013 1824 35 50 75 109 iff 231 336 482 703 1020 


25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 a5 36 37 


2936 4316 6340 9300 13625 19949 29209 42785 62701 91917 134758 197548 289547 


60 60 88 88 128 129 #188 189 277 277 406 406 595 
1438 2128 3126 4606 6748 991 14510 21298 31212 45820 67176 98571 134476 


1498 2888 3214 4694 6877 10639 14689 21487 31489 45097 67582 98977 145071 


了 5 


18 WW 2 21 


22 25 2a 25 


nN 
w 
en 
«1 


10 13 i? 


27 2 29 30 


102 149 218 316 


33 34 35 


452 639 897 1257 


20 2% 29 35 


216 307 434 611 


236 332 463 646 


36 37 38 


1756 249% 3536 5031 


49 60 69 85 


1222 1738 2481 3540 S049 7182 


1271 1798 2550 3625 5147 7302 


7165 J019 14484 20538 29085 41168 
140 169 200 
10199 14458 20484 


10339 14627 20684 


58282 82561 117036 


238 285 336 


29022 41138 58350 


29260 41423 58685 


9 101] 3213 H 15 


23 24 25 26 


28 29 30 31 


36 52 7f 109 


46 62 88 123 


34 35 36 


331 467 650 (494 
19 19 26 26 
155 224 312 434 


175 243 33% 46t 


27 38 39 


J6B0 2262 3096 4261 


36 50 AO BY 


592 812 1106 1523 2096 


G28 BAR 1156 1573 2165 


11351 15747 21803 
95 131 131 
5628 7808- 10836 


$723 7939 10987 


30121 41635 57210 
181 18! 250 
14970 29677 28480 


1575} 20858 23730 


“#ERRRH RSA 


“9 10 11 lg 82 14 158 36 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 
sel 4 Fg 11 “li 22 ry 37 46 ar 72 Ya 127 176 PAT 347 ABA. G67 
t= B 1 2 2% 3 4 =A 5 5 6 7 $8 10 TI 14 t5 19 20 25 
-0 0 1 2 4 6 $ 12 16 20 25 32 42 58 BL lif L164 232 421 
~~] 2 3 5 7 ID 13 17 2b 26 32 40 52 69 YS 131 TAR 252 346 
2R 24 3t 31 a2 33 24 35 aG 37 38 39 +40 
$07 1219 1625 21 58 2267 3823 5 26 6913 9367 12728 17308 23513 41876 
27 33 37 Aa BL 59 70 79 95 106 128 143 172 
440 593 794 1057 td408 IR82 2528 3417 4636 GAIT 8580 11685 15852 
467 2G B83) 310 1454 194] 259% 2496 473) BAI? B71R 11828 16024 
10 LL 1213 14 18 16 17 18 19 26 2) 22 23 24 25 26 27 28 
1 2064 7 11 16 22 29 37 6 56 68 84 107 141 191 263 364 AL2 
#=9 “1 22% 3 4 4 5 ' 6 & B 名 H 14 15 3 20 2 
“Oo 0 1 2 4 & 9 12 18 2) 26 3 38 48 65 8&8 (24 172 24t 
-l 2 3 $ 7 104 13 17 2) 26 31 34 46 $9 76 193 139 192 2€1 
29  3ů a) 37 38 3H Ath ad 
686928 1234 6148 8198 10754 14326 19437 
26 2R 34 31 a5 45 6U 80 80 84 106 106 140 
33C 450 600 796 104% 1360 1768 2313 3024 Aa 5324 VIG 98 
356 478 634 830 108E 1405 1823 2375 3114 4094 5430 ?2lt  Y636 
表 2 


k= 2,3,4,5.6.7.8,9 Df ri? sh? 2? ef? 的 值 ， 
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A 3 则 又 使 我 们 能 把 5 与 c 合并 ,经 过 这 些 处 理 之 后 ,状态 是 
ee ep RR, 
BD AE AR ALE EL » OR] ee, CPE — A BPD A eat d 列 或 = 列 ， 
图 5 是 一 个 二 柱 滚 球 游戏 专用 的 辅助 轮 盘 , 它 可 以 帮助 我 们 方 
便 地 读 出 八 列 或 少 于 八 列 二 柱 深 球 游戏 状态 的 尼 姆 值 ,条 件 是 我 们 
已 知 开 勒 司 游戏 或 道 森 氏 开 勒 司 游戏 (对 于 道 森 氏 人 象棋 ,只 要 把 尼 姆 
值 左 移 一 位 就 行 了 ) 中 排 成 一 行 的 ”个 本 柱 的 尼 姆 值 . 


a 0123 45 67 8 9 10 11 12 
FHE 0123148214 2 6 4 
2031103 3 2 


道 森 氏 开 勒 司 0 081 1 


O URI. MER EARRA PERR ,单个 本 柱 几 须 继 续 保 留 着 
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璧 如 说 ,你 想 求 出 状态 x x * 0 0 0 * x* 的 尼 姆 值 . 
我 们 首先 在 最 外 缘 的 一 圈 中 寻找 这 个 配置 状态 (从 12 点 钟 到 3 


点 钟 的 位 置 ), 然 后 按 首 、 尾 两 个 星 号 所 在 的 格子 循 螺旋 方向 读 和 人 ,在 
a 4, 它 就 是 尼 姆 值 . 


2 中 , 道 森 氏 象棋 游戏 的 最 优 策略 又 是 什么 呢 ? 我 们 的 劝 


告 是 ， een el ety See a ees 


尼 姆 值 为 0. 
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17 


18 


19 


20 
21 
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为 莹 左 无 了 的 数学 家 提供 消 喝 
的 一 种 单 人 纸牌 游戏 


O 埃 基 伐 温 9 工程 技术 大 学 
C) 4 > 4 # FCN. G. de Bruijn) 


一 般 来 说 ,为 了 白 娱 月 的 而 去 玩 单 人 纸牌 游戏 实在 有 点 可 怜 巴 
巴 . 从 桌子 上 - 堆 乱 牌 出 发 , 接 某 种 预先 规定 的 模式 将 其 重新 排列 
后 ,我 们 将 武 图 找到 -系列 正规 走 法 ,使 纸牌 的 状态 达到 某 种 预定 目 
标 . 玩 牌 的 步 法 通常 是 不 可 闭 转 的 ,因此 ,常常 会 到 达 一 种 伪 死 状态 ， 
这 时 , 午 何 -种 移动 都 不 可 能 . 如 果 我 们 有 足够 的 好 运 道 来 达到 日 
标 . 我 们 会 感到 某 种 程度 的 满足 - 但 若 我 们 走 进 一 个 死胡同 ,我 们 将 
感到 灰心 丧气 . 翡 哀 的 原因 倒 不 是 由 于 命运 有 意 问 我 们 作对 , 蝗 是 我 
们 在 怀疑 ,失败 是 否 不 可 避免 .我们 感到 伤心 的 理 出 是 :也 许 是 我 们 
白 己 没有 本 事 , 把 游戏 搞 糟 了 . 经常 发 生 的 情况 是 ,我 们 已 经 记 不 起 
原来 的 状态 ,现在 也 已 不 可 能 回头 追踪 我 们 所 走 过 的 步 数 . 如 果 一 个 
单 人 纸牌 游戏 具备 完全 信息 ( 璧 如 说 ,所 有 的 牌 都 足 面 朝 . 王 的), 解 决 
不 了 这 类 问题 就 会 感到 更 如 难堪 , 面 .上 无 光 - 

L 上 庆幸 自己 的 运气 特别 好 ,能 够 或 多 或 少 地 通过 偶然 碰巧 而 解 
决 难题 ,二 是 感到 沾 消 自 喜 ,这 样 的 想法 绝 不 是 数学 家 的 习性 . OR 
问题 有 解 , 我 们 就 希 华 通过 什么 于 段 把 它 守 出 米 ,如 果 问 题 确 实 无 
解 ,我 们 就 希望 能 够 证 时 它 不 存在 -种 解答 . 

@ PTE: RN EH (Eindhoven) , f} PA= BB. 
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数学 家 的 目标 是 :他 能 够 对 某 种 给 定 的 扑克 牌 状态 进行 理论 上 . 
的 分 析 , 找 出 其 解法 或 证 明 它 无 解 ,而 不 必 去 实际 触摸 一 张 纸 牌 . 很 
明显 ,只 能 对 不 太 困 难 的 单 人 纸牌 游戏 做 到 上 述 要 求 . 我 们 将 建议 用 
于 这 种 研究 的 纸牌 游戏 有 着 两 个 整数 参数 ,其 数值 大 小 取决 于 游戏 
者 的 胃口 与 能 力 , 要 求 难 易 适 中 ,恰到好处 . 我 们 将 把 这 种 游戏 命名 
Ay Xm Hn Sb BBE. 这 种 游戏 由 来 已 久 ,特别 对 z 一 4,a 一 13( 详 细 玩法 
可 参看 本 文 第 5 节 ) 更 是 源远流长 ,要 追溯 到 它 的 起 源 是 很 不 容易 
的 . 本 游戏 的 名 称 取得 很 新 奇 ,之 所 以 如 此 取 名 是 由 于 椒盐 卷 饼 蚌 一 
种 打 结 形状 的 饼干 9. 

2. 为 了 做 《Xn 卷 饼 游戏 ,我 们 需要 事先 准备 一 套 具 有 种花 
色 , 每 种 花色 有 7 张 牌 的 扑克 牌 . 为 了 把 事情 搞 得 简单 一 些 , 可 令 到 
三 4, 并 把 四 种 花 式 分 别 记 为 S,H,D,C( 邮 黑 桃 .红心 .方块 与 梅花 )， 
每 套 花 色 里 头 牌 的 点 数 是 从 1 到 有 (i 点 通常 称 为 “ 爱 司 ”) ,这么 一 
来 ,我 们 的 记 法 便 是 S1,… ,Sa,… Cl, ,Cn. 

在 洗 好 有 牌 以 后 ,我 们 把 扑克 牌 面 朝 上 地 放 在 桌 上 , 排 成 一 个 4 
Tor 列 的 矩形 . 接着 ,我 们 取 走 所 有 的 爱 司 ,并 按照 S1,H1,D1,C1l 
的 顺序 放 在 长 方形 的 各 列 之 前 ,使 它 成 为 新 的 一 列 . 这 样 ,我 们 就 得 
到 了 一 个 有 着 4 个 空白 地 位 的 kX (wx 十) 矩形, 下 文 将 称 之 为 空位 ， 


1 


每 个 空位 所 留 出 的 就 是 一 张 扑 克 牌 的 大 小 .要 注意 的 是 ,即使 4- 个 空 


O FEE: 类 似 于 我 国 的 “ 巧 果 ” 
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a IS VES 


位 都 在 最 后 --- 列 ,我们 仍然 称 之 为 空位 . 让 我 们 设想 ,在 这 些 扑 克 牌 
的 外 缘 围 绕 状 一 个 上 zx (x 十 1) 矩 形 框 架 , 藉 以 区 别 空 位 与 尘 瀚 无 翰 


; 的 外 部 世界 . 在 游戏 的 进行 过 程 中 我 们 绝 不 容许 把 扑克 牌 移 到 框架 


外 面 . 作为 4X4 卷 饼 的 一 种 状态 ,我 们 给 出 图 1. 

现在 我 们 开始 做 游戏 ,所 谓 走 一 步 的 意思 是 指 把 -- 张 牌 放 到 空 
位 中 去 ,但 只 有 当 和 它 同 . -花色 且 比 它 点 数 小 一 号 的 那 张 牌 正好 位 
主 空 位 的 左边 贴 邻 时 才能 这 样 散 . 因此 ,对 图 1 的 状态 来 说 , 牌 S2， 
H3,H2,D2 中 的 任 -一 张 牌 都 可 以 用 来 作为 第 一 步 的 移动 对 象 . 走 了 
第 一 步 之 后 ,我 们 将 会 填 满 -个 空位 ,同时 又 产生 了 一 个 新 的 空 也， 
这 一 新 的 空位 又 将 要 求 我 们 走 第 二 步 .…… 这 样 反 复 进 行 ,我 们 希望 
能 达到 最 后 的 状态 ; | 


$i @2 63 


yi V2 V3 
@1 @2 $3 


1 &2 43 


FA 2 


我 们 把 此 种 状态 称 为 目标 . 

如 果 存 在 着 一 系列 的 步 法 得 以 把 基 一 状态 引 向 目标 , 则 这 个 初 
始 状态 称 为 是 可 和 解 的 (目标 本 身 也 称 作 可 解 的 ) 如 果 不 看 在 这 种 序 
列 ,我 们 就 称 之 为 不 可 解 , 如 果 一 个 状态 有 别 于 目标 ,而 且 连 一 步 也 
动弹 不 得 时 ,就 称 之 为 伏 死 的 - 当然 , 伪 死 状态 肯定 不 可 解 . 

这 里 ,我 们 已 对 一 4,* 一 4 的 情形 讲解 了 游戏 规则 ,但 对 所 有 其 
他 情况 ,游戏 规则 也 都 是 相同 的 . 

3， 上 文 所 提 到 的 图 1 状态 是 可 解 的 . 例如 ,按照 下 列 走 法 (每 一 
步 都 用 搬 动 的 扑克 牌 来 表示 ) : 
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$2,84,C4,C3,D4,D2,D3,C2,H4,H2,S3,84,D4,C3,C4. 

现在 让 我 们 改变 记 法 - 显然 ,图 1 中 的 各 列 在 我 们 的 游戏 中 不 起 
任何 作用 ,所 以 我 们 只 要 单独 一 行 再 辅 以 分 隔 记 号 便 可 以 把 状态 完 
全 记录 下 来 ,例如 图 1 可 记 成 ， 

SI—- H4H2—— x* HI- 一 H3C2C4 *« DI—— D4S3S2 * 
- CID2ZD3C3S4 « š i 

4. 4X2 5 4X3 SHRERLROHRR AT 4X EHA 
可 能 摘 得 很 为 有 趣 .4X5,4X6 通 常 还 可 一 玩 (按照 第 2 节 所 阐明 的 
意义 来 看 问题 ). 

对 很 大 的 na 值 来 说 ,笔者 还 缺乏 足够 的 经 验 , 因 此 不 敢 断 言 一 位 
中 等 水 平 的 游戏 者 在 区 不 触摸 实际 纸牌 ,又 不 利用 纸 笔 或 计算 机 的 
情况 下 ,能 否 解 决 问题 中 的 大 多 数 情 形 - 

5， 设 pCi,n) 是 一 个 随机 的 *Xn 卷 饼 状态 有 解 的 概率 . 看 来 做 
乎 难以 正确 地 定 出 p(ta) 之 值 ,除非 sS2, 如 一 2, 则 唯一 无 解 的 状 
SEREA RHA S. 所 谓 轮转 封锁 态 就 是 各 种 花色 中 某 一 子 集 的 
轮转 排列 ,例如 H>D—-S—-H, iif (DIH2), (S1D2) 4 (HISD BSH 
HPL. 如 上 4, 一 2, 则 具有 一 个 3 数 轮 转 的 情况 为 40 种 ,一 个 
2 数 轮转 的 情况 为 168 种 ,一 个 以 上 2 数 轮 转 的 有 6 种 ,总 而 言 之 ， 
无 解 状态 共有 214 种 ,而 状态 的 总 数 为 1680 FF. 

可 以 作出 估计 ,?(4,4) 的 值 大 约 是 0. 45 左右 ,笔者 陆续 地 玩 过 
好 几 百 个 4x4 卷 饼 游 戏 . 在 所 有 场合 他 都 能 够 判定 -一 个 状态 是 否 有 
解 ( 虽 则 他 时 常 妨 离 所 谓 “ 不 触摸 牌 ” 的 规则 而 使 用 了 一 种 “安全 步 
法 ”一 一 详 见 下 文 第 10 节 ). 另外 ,已 有 一 个 计算 机 搜索 程序 处 理 了 
2473 个 状态 ,其 中 可 解 的 有 1123 个 ,不 可 解 的 有 1350 个 . 

笔者 对 一 5 与 #==6 的 经 验 很 不 静 ， 一 个 极为 粗糙 的 估计 是 
p(4,5) 的 值 大 概 属于 0. 1 3X — Ree RK. 

4X 13 卷 饼 游 戏 看 来 仍然 有 着 相当 数量 的 可 和 解 情形 . 通常 的 玩 
法 是 ,不 一 定 指望 能 达到 上 自 标 而 是 尽 可 能 地 楼 近 目 标 . 游戏 者 希望 在 
第 一 行 中 获得 一 个 很 长 的 序列 S1,S2,… ,Sp. 类 伏地 在 第 二 .三 .四 
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行 中 获得 EL,H2,…,He,D1,… ,Dr,C1,-…,Cs. 当局 势 变 成 伪 死 状 
态 时 ,他 把 不 在 这 些 序列 中 的 牌 统统 拿 掉 , 然 后 重新 洗 牌 ,再 次 填 满 
RUE ,并 在 Sp Hq, Dr ,Cs 的 右 方 紧邻 分 别 留 出 一 个 空位 ,然后 重新 开 
始 做 游戏 . 在 第 二 轮 之 后 ,也 可 能 还 会 有 第 三 轮 ,如果 游戏 者 能 在 第 
三 轮 达 到 目标 状态 ,他 就 被 看 作 是 成 功 的 . 

但 不 时 出 现 第 一 轮 就 达到 目标 状态 的 情况 让 我 们 上 告诉 大 家 ,发 
生 这 种 事情 的 机 会 大 约 是 全 部 情形 的 百 分 之 一 . 但 这 不 过 是 对 p, 
13? 的 一 个 极 低 估计 ,因为 无 人 知晓 究竟 有 多 少 可 解 的 情况 被 搞 粳 
T 通过 此 种 经 验 数据 ,人 们 可 以 猜想 , 当 ” 趋 于 无 穷 大 时 .PC4,2) 也 
许 不 是 按 指数 规律 迅速 衰减 的 - 

6. ERS 节 中 我 们 提 到 ,4X4 卷 饼 游戏 普 在 计算 机 上 上 作 过 模 
拟 运 行 . 程序 是 在 研究 卷 饼 游 戏 的 “图 ”的 基础 上 建立 的 . 图 上 的 点 是 
一 切 可 能 状态 . 如 能 走 -- 步 动作 ,从 状态 P 到 达 状 态 8, 则 在 图 上 就 
可 以 用 一 条 从 P 到 8 的 有 向 边 来 表示 . AP 为 一 个 状态 , 则 SCP) 就 
表示 从 了 出 发 经 过 有 限 步 数 所 能 到 达 的 一 切 点 的 集合 . 我 们 的 问题 
是 :目标 状态 Po BERT SCP). 

对 任意 一 个 给 定 的 P， 在 计算 机 的 存储 器 中 易于 建立 集合 
S(P), 这 只 要 考虑 ,从 原 有 的 点 出 发 ,经 过 一 步 动作 之 后 将 能 得 到 哪 
些 新 点 . 如 果 SCP) 中 不 再 可 能 找到 新 点 (这 意味 着 状态 P 是 不 可 解 
的 ), 或 者 已 达到 了 目标 状态 Po, 这 时 程序 就 将 停止 执行 . 在 后 一 种 
情况 ,我 们 就 说 P 是 可 解 的 ,因此 我 们 并 不 需要 知道 完整 的 SCP). 

MAKE P 是 不 可 解 的 , 则 集合 SCP) 中 元 素 个 数 很 少 超过 60; 
话 虽 如 此 ,但 也 有 皮 例 , 曾 发 瑰 过 的 最 大 个 数 是 380. 对 可 解 的 P 来 
说 ,在 达到 Po 之 前 所 经 过 的 点 的 个 数 一 般 在 150 左右 ,但 也 有 大 到 
802 的 . 不 过 SC2)? 的 大 小 并 不 是 钱 有 兴 昧 的 ,如 果 它 太 大 或 太 小 , 那 
么 通常 就 可 以 用 心算 来 计算 P. 

在 卷 饼 游戏 中 ,从 一 个 状态 到 另 一 个 状态 可 能 有 许 许多 多 不 同 
的 走 法 ,因为 ,有 可 能 前 后 各 步 互 换 走 法 而 彼此 不 受 影响 . 这 意味 著 ， 
为 了 要 寻找 -~ 系列 步 法 ,而 去 设计 一 种 逆 推 法 计算 机 程序 ,也 许 是 不 
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7. 在 4X4 卷 饼 游 戏 中 ,从 任意 可 解 的 初始 状态 P 出 发 ,纯粹 
赁 藉 思 考 办 法 来 找 出 解答 … 般 说 还 不 算 太 难 , 虽 则 有 时 候 , 人 们 也 会 
遇 到 一 个 刁钻 古怪 的 情况 而 碰壁 . 但 若 初始 状态 是 不 可 解 的 ,我 们 又 
将 如 何 来 说 明 ? 想 把 第 六 节 所 说 的 SCP) 完 全 地 决定 出 来 ,对 一 个 不 
是 计算 机 的 脑袋 来 说 简直 是 不 可 能 的 ,但 是 ， 有 许多 其 他 办 法 可 以 证 
明 不 可 解 性 . 

其 中 一 种 办 法 是 轮转 封锁 状态 . 第 五 节 中 已 讲 过 它 的 最 简 形 式 . 
但 通常 却 要 复杂 得 多 ,有 如 下 例 . 我 们 注视 着 某 张 牌 c, 然 后 我 们 看 
到 ,在 第 一 次 移动 这 张 牌 之 前 ,必须 先 移动 牌 c. 接着 ,我们 又 看 到 ， 
在 移动 cz 之 前 ,不 能 移动 牌 co 因此 ,在 任何 一 种 解法 中 ,必然 有 一 
时 刻 要 首先 移动 牌 c:, 而 o 与 cs 则 尚未 移动 - 继而 ,我 们 又 发 现 , 在 
移动 cs 之 前 必须 先 得 挪动 ,如 此 等 等 . 在 这 种 推理 过 程 中 ,我 们 将 
会 看 到 ,在 我 们 心里 头 正在 考虑 的 那个 时 刻 ,尚未 移动 的 牌 越 来 越 
多 ,而 且 还 在 一 个 动 地 继续 增长 . 如 果 或 迟 或 旱 , 我 们 跌 进 了 一 个 死 
循环 ,发 现在 移动 所 有 各 张 牌 之 前 ,必须 先 得 氟 动 c, 则 我 们 就 证 明 
了 原先 的 初始 状态 是 不 可 解 的 . 

玩 这 种 游戏 的 数学 家 无 疑 将 会 发 现 一 只 口袋 ,里 面 装 着 许多 增 
强 其 证 明 能 力 的 各 种 新 手段 . 

这 些 新 手段 有 的 只 能 意 会 ,难以 言传 . 它们 常常 是 前 进 推理 与 后 
退 推理 的 混合 物 . 后 退 推理 在 刚才 讨论 轮转 封锁 状态 时 已 经 说 明 过 ， 
至 于 前 进 推理 则 是 要 看 到 从 初始 状态 迈 出 的 各 种 不 同 的 第 一 步 将 会 
产生 的 一 切 后 果 : 辟 如 说 ,从 P 走 一 步 可 以 到 达 Pi Pz Pa 或 Pa 中 的 
一 个 ,而 车 Pi Pos Pa, Ps 全 部 都 是 不 可 解 的 , 则 P 也 不 可 解 . 我 们 必 
须 慎之 又 慎 , 尽 量 吉 免 大 规模 地 混用 前 进 与 后 退 推 理 ,因为 那 将 很 容 
易 得 到 一 个 如 愿 以 偿 , 但 却 是 实质 不 可 能 的 证 明 , 而 这 会 比 根 本 没有 
证 明 坏 得 多 . 通常 ,如果 我 们 代 之 以 第 8 Ane eS 
活 , 这 种 伪证 可 以 避免 . 

在 求解 方面 的 挫折 将 有 助 于 得 出 一 个 无 解 的 证 明 , 而 在 寻求 不 


可 能 性 证 明 方 面 的 挫折 将 有 助 于 找 出 :个 解 .总而言之 ,这 - 切 正体 
现 了 数学 家 工作 的 灵活 性 . 

8， 设 7 是 一 个 整数 ,1 过 pn; 则 后 (p) 是 点 数 不 大 于 5 的 黑 桃 
扑克 有 牌 的 集合 { 即 {S1,S2,… ,Se)}). 类 似 地 我 们 可 定义 En, Eos Eos FE 


A 
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Flpsgsr 48) = BsCp) UE) U Entr) U Eels). 

这 样 的 集合 FR(p,e,rys) 称 为 主干 ;着 AA, E ASH- 

车 PP 是 tzXw 卷 错 游 戏 中 的 一 个 状态 ,Ff 是 一 个 主干 , 则 在 P 中 
把 不 属于 的 所 有 扑克 上牌 统统 拿 摔 后 所 余 之 状态 称 为 “以 截 
短 ” 从 第 2 节 所 说 的 意义 上 来 看 , 它 不 再 是 一 种 状态 (除非 P= FC, 
nym yn)» 然而 我 们 仍旧 可 以 在 被 截 短 后 的 状态 下 做 游戏 ,并 保持 第 2 
节 所 说 的 步 法 定义 不 变 - 我 们 约定 ,不 沦 下 是 何等 样子 的 集合 , 截 短 
后 的 Xn 卷 饼 游戏 仍然 要 在 原先 的 (十 1) Xz 框架 (因而 Xr 卷 饼 
游戏 与 XX (a 十 1) 卷 饼 经 f(r,n,#,n) 截 短 后 的 游戏 不 是 同一 个 东 
西 ) 内 去 玩 . 我 们 把 Po 被 了 截 短 后 的 状态 视 为 被 截 短 的 卷 饼 游戏 的 
目标 ,这 里 P 是 原先 的 卷 饼 游 戏 之 目标 . 同样 地 .一 个 被 截 短 的 状态 
称 为 是 可 解 的 ,如 果 有 --- 系 列 的 走 法 ,能 把 它 引 向 新 的 目标 状态 的 
话 . 

设 P,P; 均 是 状态 (或 截 短 状态 ), 上 而 且 走 一 步 就 可 从 Pi 变 为 
Pz. 设 fF 是 -个 主干 ,而 疡 ”为 疡 经 下 截 短 后 的 状态 . 如 果 移 动 的 
有 牌 属 十 这 个 集合 , 则 同样 的 -- 步 用 来 使 疡 * EN P”. 如 该 牌 
FAT FU RTA P ”一 P。* .将 此 引用 到 一 -系列 的 变换 步 法 , 匣 
为 画 害 时 , 则 可 得 到 下 面 的 定 霸 , 它 可 视 为 检验 订 解 性 的 一 -项 必要 
FE. 

定理 若是 可 解 的 , 则 P Oe — Rae ART MH aD. 

9. 3 8 WATS RR ae E a RRA RG 

变 为 已 死 的 情况 - 例如 ， 
SID4S3D2H2 x HID3—H4— x DIH3C282— * C1C454C3 -- x 
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是 不 可 和 解 的 , 因 当 它 以 F(1,3,3,1) 截 短 后 ,将 变 为 
$1 D2H2 x H1D3 + D1H3 x CI— x 
到 此 地 步 , 它 已 经 一 步 动弹 不 得 . 

在 较 复杂 的 场合 ,我 们 证 明 截 短 后 的 状态 是 无 解 的 ,但 并 不 是 僵 
死 状 态 . 或 者 我 们 证 明 从 我 们 的 初始 状态 出 发 , 走 每 一 步 都 将 到 达 一 
个 状态 ,对 于 这 个 状态 ,我 们 能 选 一 个 不 可 解 的 截 短 , 如 此 等 等 . 

10. 除非 从 一 个 可 解 状态 走 成 一 个 不 可 解 状 态 ,否则 都 称 作 是 
安全 的 步 法 . 对 一 个 不 可 解 状态 来 说 ,一 切 走 法 都 是 安全 的 ,但 对 许 
多 可 解 状态 来 说 ,我们 却 有 着 不 安全 的 走 法 . 

通常 我 们 可 以 相当 有 把 握 地 证 明 一 步 动 作 是 安全 的 . 设 在 某 一 
状态 P 中 , 牌 c 的 位 置 是 p 如 果 能 够 间 时 满足 下 面 的 1、2 两 个 第 
件 , 册 把 “从 7 搬 到 9 的 动作 一 定 是 安全 的 ; 

1. pRB AK aS BT ee AR EER SP BR 

CERE- EE RR — See AR, BAH 

色 中 已 没有 点 数 更 大 的 牌 . 

2. 将 P 转变 为 目标 Po 的 任何 一 系列 步 法 ,都 不 可 能 

在 ?的 位 置 上 放下 一 张 不 是 的 牌 . 

条 件 1 的 目的 是 要 保证 对 位 置 9 上 的 牌 o 没有 别 的 用 途 ; 条 件 ? 
则 保证 牌 “ 在 位 置 9 上 不 能 造成 任何 损害 - 

至 于 条 件 2, 我 们 想 说 : 某 些 牌 是 永远 到 不 了 某 些 位 置 的 . 例如 ， 
如 果 我 们 有 一 行 牌 S1H3C2D4S3P2D3, 则 我 们 可 以 断定 ,在 考察 了 左 
边 的 位 置 以 后 , 百 前 由 D2 十 据 的 位 置 ,今后 可 能 的 候补 者 只 能 是 
S6,H7,C5,D6 与 S4. 

11. 安 全 步 法 的 另 一 种 来 源 如 下 - 如 果 在 一 系列 的 走 法 中 ,移动 
的 牌 都 是 方块 ,而 且 在 走 法 的 最 后 一 步 , 所 有 的 方块 都 已 处 于 适当 位 
署 ( 即 它们 在 最 后 的 目标 状态 所 应 到 达 之 位 置 ), 则 这 系列 走 法 由 安 
全 步 法 组 成 . 在 上 面 这 句 句 子 中 ;如 果 在 出 现 “ 方 块 ”这 个 字眼 的 地 方 
代 之 以 “方块 与 黑 桃 ?或 者 “方块 . 黑 褐 与 梅花 ,论断 依 热 正确 无 误 ， 

以 上 这 些 论证 均 易 于 从 截 短 定理 推出 - 
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12. 如 果 某 一 状态 P 只 存在 唯 …… 可 能 的 一 步 走 法 , 则 这 步 走 法 
显然 是 安全 的 . 

现在 我 们 设想 有 一 个 存在 两 种 可 能 走 法 的 状态 了 ,有 两 张 牌 c， 
c 可 打 , 并 假定 cs 不 是 与 牌 oa 花色 相同 , 且 其 点 数 比 oc 多 一 点 或 少 
一 点 的 牌 ( 这 个 条 件 保 证 了 两 步 走 法 互 不 干扰 ,也 就 是 说 ,在 移动 了 
牌 c 之 后 .原先 想 挪动 牌 cx 的 走 法 仍然 是 可 能 的 ,反之 亦 然 ). 进 一 
步 我 们 再 假定 ,ci 将 把 P 转变 为 一 种 状态 ,其 时 c 将 是 唯一 可 以 利 
用 的 一 步 . 于 是 我 们 就 可 以 说 ,cz 是 关于 状态 了 的 一 个 安全 步 法 . 

证 明 实 全 性 的 这 一 简单 想法 可 以 推 而 广 之 , 既 包 括 互 不 干扰 的 
两 步 , 也 包括 互 不 干扰 的 步 法 序列 . 窗 宣 的 数学 家 无 疑 会 发 现 许 多 类 

最 后 我 们 想 提 一 下 ,在 任何 状态 下 ,要 证 明 一 个 步 法 是 安全 的 ， 
只 要 能 够 证 明 所 有 其 他 走 法 都 是 坏 的 (这 就 是 说 ,将 导致 不 可 解 状 
ZOD RRIT- 

13. 在 第 一 节 中 我 们 曾 说 过 ,无需 触摸 一 张 牌 就 可 分 析 本 游戏 、 
但 有 时 难免 遭受 挫折 ,因此 修改 一 下 规则 并 非 不 合 情 理 , 即 允 许 做 游 
戏 者 能 走出 一 些 步 法 ,只 要 他 能 够 证 明 这 些 步 法 都 是 安全 的 . 

做 游戏 者 能 加 以 采用 的 一 种 记忆 方法 与 第 7 节 中 提 到 过 的 那 种 
封锁 状态 分 析 有 联系 .分 析 某 一 张 牌 第 … 次 搬 动 会 发 生 些 什么 情况 
时 ,游戏 者 可 以 在 他 认为 直到 那 时 无 法 扳 动 的 每 一 张 扑克 牌 上 面 放 
一 个 小 分 币 以 作为 记 认 - 

14. 记 今 为 止 我 们 的 卷 饼 游戏 满足 如 下 条 件 : 

1 每 一 套 花色 具有 同样 张 数 的 牌 . 
2. 在 框架 中 ( 见 图 1) ,所 有 的 行 都 具有 同样 长 度 . 
3. 空位 的 个 数 等 于 花色 的 种 数 - 

我 们 有 时 也 能 忽视 以 上 三 个 条 件 而 照样 有 游戏 可 做 ,使 在 前 面 
章节 里 所 讲 到 的 一 切 东 西 都 依然 保持 有 效 . 作为 -- 个 实例 ,我们 提出 
S1D4D3 一 一 S3S5 x H1H2S4D2 * D1-—-S2H3 * 

其 解法 是 D2,S5,S4,H3,D4,S2,D3,S3,D4,S4,S5， 
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15， 我 们 提供 一 些 练习 , 选 自 各 种 随机 状态 的 汇编 . HTE” 
号 的 习题 是 相当 困难 的 :笔者 的 技巧 口 黎 里 似乎 还 缺少 锦 夺 妙计 . 下 
面 的 1 至 9 题 是 4X4 卷 饼 游戏 ,10 至 16 题 是 4X5 卷 饼 游戏 . 解 


答 就 附 在 下 面 . 

}. SID2 —— D3Ss3*H1 —— C2H2D4*D1 —— S4C3H4+ 
C1S2H3—— C4 * 

9. S1 -— H2H3S2* HIH4S4 —— D2* DI —— C3S3C2* 


C1D4D3C4—— * 
3. S1C3 —-~ C4H4 x HI —— D4H2C2 * DID3S452H3 * CIl 一 一 
D2—-S3 * 


4. S1S2D4C3D3 x HJC4 —— H3H4*D1S4C2H2 —— «Cl 
一 一 D2 一 -一 S3 « 

5. S1C4C2D3—— » HIH2H3H4 * D1S4S3C3D4 x C1D2—- 
S2 * 

6. S1C4H4 ——- H2 * H1D3D4C3S4 * DIS3 —— H3 —— x 
€152 C2D2 x 

7*. S1D3C2—H2 x HIS3D4D2 * DIH4C3H3C4 * Cl 一 一 
Sd4S2 

8. S1C2C3S2—— *«Hi—— D2H4 *D1D3H3S4H2*C1C4S3—— 

D4 x 

9. S1D4S4S2H4 *H1C4D3H2C2 * D1-—C3—H3 * Cl1S3 一 一 
D2 * 


10. S1D4C4D3-—— C5 *H1—-— D5—- H5H2 * DiC2S3H4H3S4 
x CIS2S5——-C3D2 x : : 

11. SiSSD2H2-—D4 *H1H48483—— D5 x DIH5C5C2D3-— 
x C1S2— C3H3C4 * 

12. SI1C4DS5D3S5C2 x Hl —— D4 —— C3S2 » D1C5H5H3 一 一 
H4 x C1D2H284—— S3 « : | 

15. Si — C4H4C5D4 x HID3C282H2H5 + BIDS 一 一 D2 一 一 
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HEREMORI RRR AE — BS ARERR 


H3*CIC3S3S5 S4 

14°, S1S5S2D5H3D4 + H)----C2D3S3H4 x DI — H2C4H5C3 
* CICS- = S4D2-- > 

15. SIC4 -— D2C554 * H1S5D5H5D1D3 x DIH2S2H4 — 
C2 * CIS3H3 --- C2- x 

16. SIC4H2D4-- -D2 x» HIC3C5D3S5HS x D] —~ H4S4 —- 
C2¥ CI D5H3S3S2 + 

解 g 

1. asf; D3,D4,H3,83,S4,D2.D3.H2.S$2.83,.C2.C3.D4, 
S4,.C4,H3.H4. 

2. AAPM. WL EiL, 3.3) RLS EPR E R BD HL SE. 

3. A af FC. 1.3, DR aL AE DS 证 一 步 安全 赴 法 ， 
feb 2 .192.02.08,82.53 是 -系列 安全 走 法 .最 后 导致 «PME 

4 不可解 .以 EC d. DRR O E BEE. 

5. ajg: D4,C4, D3. C3, 54.53. D2, D3, C2,C3,52,$3, S4. 


B Aaya. H3 与 D4 AYA PSH. 
7 不可解. 
8. suffe. WF COLD RZ. 
9. aft: C4.H2,D1.S2.S4.53.S1. D2,C2.C3,C4, D3.D1. 
H3.H4. 

10. 不 可 解 . 搬 动 H2 是 安全 的 ,其 后 14 ee eR EE A. eG 
导致 + ERY A i 

V1. Al, D4,H3,H1.H2,C1.C5.D3.C3.53.54.H3,H1.H5. 
D4,C1.D2,D3.S$5.52.83.81.02,D4.55,.03,04,C5.D5. 

12. RPM RPA. ORME ZI EME GR AE 
BE AY ÉR iBT. 
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13. ATRE 搬 动 S2 是 安全 的 步 法 ,因为 搬 动 D3 将 导致 -个 
不 可 解 状 态 ( 有 由 SC1,1,5,U 截 短 之 )). 根据 同样 的 理由 ,C3,C2,D4 
也 是 安全 的 ,其 后 的 13 步 都 是 唯 - -的 ( 除 掉 第 10 步 与 第 11 步 可 互 

之 外 ), 最 后 导 笃 盘面 伪 死 . 

14. 不 可 解 . 

15. 可 解 : H4,C3.$3,84,85,C5,C2,H2,D3,D5.H3.C3,H5, 
H4.D4,H5,C4,C5,82,$3,D2,D3,D4,84,85,D5. 

16. WR: D2,C2.S5,D4.H3.H4,H5,D3,D5,C3,C4,H2,82, 
$3,C5,H3,H4,84,85.D4,D5,H5. 
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CI © PAF = 贝尔 执 (Claude Berge) 


Bh capi Mee EN ot 


iit Tea GAS BOR SS ADR 1957 年 7 月 ,1957 
年 10 月 ,]975 年 7 月 与 1975 年 12 AAD AIET thi Ee f Hex 
游戏 的 深刻 与 美妙 .这 个 游戏 足 由 寺 麦 的 皮特 海 因 (biet Hein) 45 
美国 的 约 蔓 、 纳 希 (John Nash) 差 不 多 同时 推 六 , 它 对 数学 家 们 特别 
富有 吸引 力 . 两 位 局 中 人 轮流 下子 ,每 次 须 在 图 上 所 示 的 蓉 形 棋盘 的 
SIP — MRIS. 先 手 用 的 是 黑色 棋 于 ,如 能 从 东 到 西 构 成 
一 条 黑 棋 长 链 ,他 就 算是 赢家 . 他 的 对 手 则 企图 用 白 棋 构筑 -- 条 从 南 
到 北 的 长 链 . 棋盘 的 最 优 形 状 似 为 14X 14, 由 于 反 证 法 表明 在 先 手 
方面 弃 在 着 一 种 此 胜 策 略 . 因 此 他 的 对 手 有 权 要 求 他 的 第 一 善 棋 节 
只 能 下 在 棋盘 的 某 一 限定 区 域内 . 如 果 两 位 局 中 人 不 是 功力 悉 政 的 、 
那么 形形色色 的 不 利 条 件 可 加 诸 棋 力 强 的 -- 方 以 使 得 获胜 机 会 均 
等 ,尽管 如 此 .该 游戏 的 美学 情趣 却 基 本 未 变 . 

我 很 提出 个 Hex 问题 以 作为 对 马丁 .加 德 纳 诞 展 的 献礼 。- 
个 问题 的 引 人 之 处 也 许 足 ， 第 一 着 是 独 - -无 二 的 ,或 者 第 -- 着 是 芒 
雇 绝 伦 的 .也 可 能 着 法 的 构思 是 出 人 意外 的 ,如 此 等 等 (我 们 不 妨 回 
忆 一 下 山姆 洛 伊 德 ,这 位 一切 时 代 的 象棋 排 局 大 师 ,他 曾 宣称 其 主 
要 是 标 是 创作 一 种 卡 常 独特 的 象棋 问题 ,其 第 -- 步 走 法 与 干 分 之 九 
百 几 十 儿 人 的 想法 恰恰 相反 ). 
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4 Lee Sacer fa 
o 24 


Ss Se 


ee 


rf 
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1 
BSE BUR. 


RE, Ay TE BB Se) Se AB SE BE PE RATTAN 
打算 采用 通常 的 判别 标准 -- 一 即 要 求 关 键 性 的 一 步 必须 是 独 - -无 二 
的 . 我 们 也 无 需要 求 棋盘 上 有 同样 子 教 的 白 棋 与 黑 横 ,因为 前 已 说 
过 ,对 棋 力 强 者 可 以 事先 设置 若干 不 利 条 件 , 一 个 棋局 也 可 从 让 先 开 
始 ……. 我 们 要 可 出 的 问题 其 难度 并 不 在 于 盘面 复杂 或 者 变化 多 端 ， 
因为 白 方 可 以 在 J9 或 M8 下 子 , 从 而 可 以 相当 轻易 地 完成 一 条 自 南 
至 北 的 通路 ,由 于 黑 方 不 可 能 同时 在 这 两 个 空位 下 子 , 因 此 他 者 来 马 
上 就 得 输 棋 - 我 们 的 问题 是 黑 方 怎样 走 法 才能 取胜 ! 

对 于 棋 执 所作 的 简单 分 析 表 明 : 通 到 西方 一 侧 的 黑子 可 以 被 分 
割 为 两 块 , 但 通 到 东方 的 黑子 则 不 然 - 事实 上 ,这 两 群 将 被 两 墙 不 杆 
连接 的 白 棋 构成 之 围墙 所 完全 包 图 . 其 中 的 第 一 个 是 : 

A11,B10,B]!—C10,C11,D11—D10,£10,E1i—Fi0, 
F11,Gi1—G10,H10,H11—110,111,J11—J10,Ki0, 
K11— L10,L11,L12—M11,M12,N12,N13,N14. 

34 


第 一 个 是 : 
A8,B8,C8,C9—D8 ,D9,E8—E9,F8 ,F9—G8.G9, 
H9---H8,18,19- J8,J9,K9—K8,1L8,L7,L6—M6, 
M5,N4,N3,N2,N]. 


北 ( 白 方 ) 


ABCDEF GHI JEL CMN 


A 

LAAT 

PARR 

HORD: PELE v 

BBR 
\/ VAV \/ 


fs 
A BC DEFGH i) K LMN 
BCAA 
图 2 
黑 占 怎样 走 法 才能 获胜 ? 


1 


RRR, PRA PR BAS E A A CAT C9,D8,…) 同 时 属 


于 第 一 堵 墙 和 第 二 墙 墙 . 因此 ,不 可 能 指望 会 有 任何 一 种 组 合 来 打破 
“至 少 是 一 堵 ? 白 墙 的 封锁 . 因而 谁 会 猜 得 到 崔 一 的 一 里 黑子 L9 竟 
能 开 尽 出 一 条 贰 穿 东 西 的 新 道路 ? 和 在 走 了 中 间 的 几 步 黑子 M6,M1] 
H LD 之 后 ,黑子 所 成 之 长 链 将 是 :K9,J10,110,I9,H9:G10,F10， 
F9 ,已 9…-. 


利用 某 些 有 关 集 的 组 合 性质 (所 考虑 之 集合 帮 是 关键 空位 的 集 


群 ) 的 具有 相当 座 度 的 定理 来 解决 Hex 问题 是 很 有 意思 的 . 人 
们 不 可 能 志 掉 这 样 的 事实 ,山姆 ， 洛 伪 德 的 -- 个 包含 对 偶 性 的 著名 
棋局 (名 叫 “ 彗 星 ) 被 -一 位 懂得 二 分 图 的 Konig 定理 的 一 位 数学 家 轻 
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而 易 举 地 解决 了 . 此 外 ,在 象棋 理论 中 , 弓 赛 尔 : XB BIL Marcel 
Duchamp ) 1 ff iK Ay A ee (A lberstadt) p3 SESE RR FHI BAMA 
数 同 构 理 论 的 美妙 应 用 (这 两 个 图 都 是 由 王 棋 (king) 的 步 法 来 定义 
的 )-. 

某 一 促 数 党 工具 欧 应 用 也 许 是 出 人 意料 的 ,从 而 可 对 一 种 游戏 
WHS AT HAY SK. Hex 势 将 作为 一 种 最 富有 娱乐 价值 的 游戏 而 长 
期 存在 ,不 论 对 数学 家 还 是 对 门外汉 都 将 如 此 . 
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C 吉姆 - 博 伊 斯 CJim Boyce) 


“ 频 子 打仗 ” 棋 戏 是 国际 象棋 的 最 有 趣 变 种 之 一 :每 一 位 局 中 人 
都 想 将 死 对 方 ,他 手中 用 的 是 普 遂 棋子 ,也 得 遵守 道 常 的 棋 规 ,可 是 
却 不 知道 对 方 的 棋子 究 况 在 哪里 . 琅 实 上 ,两 位 局 中 人 都 有 一 只 秘 不 
告 人 的 棋盘 ,在 其 [二 记 民 着 他 们 上 自己 的 兵 将 并 猜测 对 方 的 棋子 位 昨 . 
在 这 一 横 戏 中 还 有 第 三 位 参与 音 , 名 为 模 戏 的 公证 人 ,他 手中 有 首 第 
二 套 异 子 , 可 藉以 保持 殿 子 所 处 的 实际 位 置 . 当 轮 刘 口 方 走 异 导 ,他 
先 向 会 证 人 提出 -个 可 能 走 法 ,如 杂 销 子 的 真实 位 置 允 许 走 这 步 贷 ， 
邦 么 公 让 人 点 类 认可 ,这 一 走 法 也 就 成 了 白 方 的 正式 着. 如 果 情 况 
不 是 这 样 ,那么 白 方 必须 继续 试探 其 他 走 法 ,并 征 交 公证 人 意见 , 直 
宇 某 一 走 法 成 为 正式 为 止 . 接 下 来 就 轮 到 黑 方 走 棋 , 惟 横 戏 就 按照 此 
种 方式 在 进行 如 某 方 的 任意 正式 -着 使 对 方 的 王 典 被 “将 ”时 ,公证 
人 必须 向 双方 同时 宣布 . 此 外 还 有 其 他 下 棋 规 则 ,例如 兵 举 走 法 以 及 
吃 子规 则 等 (这 些 都 与 本 文 无 其 ), 欲 知 进 - 步 的 细节 ,请 参阅 文献 
C1). 

AS OSES HT AY BM Jing SE E ES AT EY Dd PT R 
SUL A RY Ie BYE E Ph) C20 RT BE RR SE 
ASH OU SAC. EREET AE. BE. UA RA BREF 
RP TE ER A SP AAR RR. 我 们 也 建议 读者 在 阅读 下 
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文 的 解法 之 前 不 妨 先 试 一 试 自己 的 手艺 - 


Se een: 
a6 166) c6 He; $ He, eo Me 
fas} bs fe ds fed? 15 fgs; hs 
aa for cE ot HE oe Bs hay 
as, b3 (c3, d3 703! 03 fgs: h3 
2 Of a fof he 


ali bi fci; di aen fl efi nl 


aoe 


1 2 
标 痊 代数 记 法 . HOPE AREY RAR AS. 
走 子 及 记 法 


ERIP AJA ERS RS, Ba A ROE. EF 
RAR LEREN, ERE BLA TA DRS BEE 
右 , 从 a Bl ns MH SS PEM 1 到 8( 见 图 1). 所 有 的 数字 
部 是 从 和 白 方 的 第 度 来 看 棋盘 局 势 的 ,. 记 二 了 他 的 棋 上 的 已 知 位 胃 ,并 
对 黑 方 王 棋 的 每 一 -种 可 能 爷 贤 作 了 标志 . 

在 我 们 讲 过 一 、- 个 简单 俩 子 以 后 , 上述 规 则 与 记 法 就 会 变 得 很 
请 楚 . 2 AES) Sy JI Fy ASSE Ht BO ERLE E a7 位 置 ,如 果 公 于 人 
BAIR AE KE AT AY A WP SS 3 AR RAY A. 现在 如 果 
FAT AE HE Ee EY e ANGIE AiR - - 声 *“ 将 ”, 那 就 意味 着 黑 
DERU EE s8. FRM BET. Fm A 
棋 , 此 时 媒 盘 于 的 形势 将 如 几 4 所 示 . 白 方 将 王 衬 走 到 6 ERIE 
前 他 已 知道 这 步 棋 肯定 是 合法 的 . 在 黑 方 走 了 ~-- 着 后 , 白 方 就 知道 黑 
方 的 王 棋 不 可 能 再 在 48 T. 如 果 它 普 经 在 那里 , 此 时 必 已 走 开 ， 然 
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LESES Mi 


图 3 图 4 
当 公 证 人 宣布 种 方 二 殿 走 到 GEA ER e2“ 将 "后 的 局 势 . 
a7 AAT AT Be MTB HE. 


而 , EAI TBE ST BE fe 8. A 8 A ER RE TLE TT, As 
在 f7 i) THC AT ARE BI 到 .所 以 在 黑 方 走 了 下 一 步 后 的 棋局 形势 有 
如 图 5 所 未, 妇 果 黑 方 于 棋 是 在 c8. CORDA HRS EE *8 ,而 把 
SBOP ESE. 图 6 表明 了 这 - FER. 当然 ;如果 白 走 了 这 一 着 ,而 黑 的 二 
HEAL CE 7 RE 18 GR Wa) ER EPA see A BE 


4H 


5 6 
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LES E: 


BE 2 £08 6 Ay — BEE YT AR Bic Sica: |. K- d7, 
R--e2+,2. K 6,3. R- e8 十 .现在 请 注意 ,第 一 点 ,R 一 e2 十 之 
前 没有 数字 ,这 是 因为 K -d7 这 : 步 是 不 能 走 的 ,吕方 仍 需 要 寻找 
他 的 第 - 步 走 法 . 记号 十 表示 “将 ”, 而 记号 #f 则 表示 将 死 : ME CH SF 
状态 或 保 驹 被 吃 掉 ) 则 用 记号 = 来 表示 . 它 有 可 能 在 出 现 十 或 # 的 同 
一 位 置 出 现 . 


EH EB MT ER 


"PENT SG E E EP ST Oba BR BSE POLE 
是 能 够 赢 棋 的 - 黑 方 只 能 在 某 些 初始 条 件 下 打 成 和 局 ,其 时 , 白 方 来 
不 及 运用 他 的 土 棋 与 供 全 ,而 黑 方 即 已 把 保 艰 吃 掉 . 即 使 黑 方 有 可 能 
Me, fas A OTAJ E EL EE MT A A) ,一 般 来 说 ,他 也 木 必 


Rte. 因为 白 方 如 果真 的 把 其 保 鱼 曾 于 黑 方 王 模 的 虎口 之 下 ,时 


方 还 是 需要 猜测 究竟 要 走 到 哪里 才能 吃 掉 保 全. 然而 本 文 将 只 研究 
那些 月 方 一 定 可 以 将 死 黑 方 的 情 涡 ,即使 黑 谨 作 了 最 高 上 明 的 应 付 . 
白 方 的 计划 可 分 为 几 个 阶段 . 首先 .他 必须 吃 准 ,他 的 堡 侈 不 会 
Peete. Hak, fe BBP MOR AS ELE oy ER BE TT W 
-PCER E REIN RIG AT -TEREZ TE 
对 自 则 是 保 合 所 处 之 位 置 . IAR E E A ET ES 
bits oy ER ES. FT aR AT LE ER, EERE 
Se Ee LAUL DPRK. 这 样 一 来 ,要 将 死 它 就 是 相当 答 易 的 于 
情 了 . 
通过 汰 虑 以 下 各 种 类 型 的 状态 ,本 文 将 说 明 一 种 简单 (但 非常 缓 
慢 ) 的 办 法 米 将 外 黑 械 : 
1. AMERA KA . aA THR RAA 
2. MI HEART EEO ARNAR. 
3 HP ANBAER AE REY ORE TEREKE. “ 
现在 让 我 们 把 第 1 类 型 更 详细 地 分 本 一 下 : 
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一 种 "团子 打仗 RERE 


1a。 黑 方 王 棋局 限 十 一行 (或 一 列 ). 

Tb. Ay F a BR HT. 

je 黑 方 土 棋 局 限于 一 行 . 

ld. 黑 方 王 棋 局 限于 四 行 . 

Te. 黑 方 王 棋 被 限定 的 范围 在 四 行 以 上 . 

1. 双方 主 棋 都 在 同 -- 象 限 . 在 图 ? 上 ,两 只 土 棋 都 在 保 人 又 的 左 
EA 日 方 企图 将 黑 方 王 棋 人 在 酸 盘 上 所 占据 之 矩形 越 圈 越 小 . 对 此 方 
ERARI ZG BAP ES AB fh THREE e4, FE AEB £3: th 
BRR TF 6 Ab HS HE EB 47. BR ET UK. 1. K- 
e4,R--f3(Q Ae: 若 K 一 et 是 合法 的 -着 , 则 可 照 A 继续 走 棋 , 见 
FX), 2. K—e4,K—e3,K -15( 或 B)，3，K 一 ec4, 了 一 [4. 这 … 特 殊 
的 走 法 系列 将 可 减少 较 小 的 ~… 个 象限 的 大 小 并 得 到 一 个 类 似 于 白 方 
下 了 第 一 着 之 后 的 局 势 . 如 果 在 第 2 步 或 第 3 步 时 走 K 一 ed 是 合法 
的 , 则 得 方 就 可 减少 较 大 的 象限 的 大 小 并 获得 一 个 与 图 7 类 似 的 局 
势 . 对 昌 方 的 试探 ,还 可 能 有 - 些 其 他 反应 (通过 公证 大 ) ,如果 1. 

K -e4 是 合法 的 ,我 们 可 能 有 A 2. R—f3 BE R--f8+. 3，R 一 
14, 第 二 种 情形 将 得 出 这 样 一 种 局 势 , 有 关 象 限 的 较 小 部 分 碱 少 了 ， 


“et 


MA EBT] :个 象限 HER. 
(UER GO EDA EH. 
了 了 


CREB 


SRT Rr EBT Ae FRR —-. 另外 - -种 可 能 性 是 2. …K 一 e3 
是 合法 的 . 这 时 B 情况 继续 演变 下 去 . 3。K---e4,R 一 14, 第 一 步 是 人 
们 熟知 的 ,第 二 步 会 缩小 较 小 的 象限 的 大 小 ,但 结果 将 产生 这 样 - -种 
局 势 ， 黑 方士 棋 被 局 限于 -个 象限 ,而 白 方 王 棋 却 不 在 该 象限 . MIE 
何 类 似 状态 (除非 较 小 的 象限 大 小 只 是 一 ?出 发 ,也 可 采 四 与 此 类 似 
的 走 法 . 作为 其 结果 ,在 任何 情况 下 ,可 以 证 明白 方 的 王 棋 与 黑 方 的 
于 棋 将 处 于 同一 象限 而 不 会 增 大 较 小 一 个 的 尺寸 .于 是 , 白 方 即 得 以 
逐步 限制 对 方 王 棋 的 活动 范围 ,直至 把 它 盘 到 棋盘 的 边 上 . 

2，、 黑 方 王 棋 在 一 个 恕 两 个 相 邻 的 象限 内 . 图 8 表明 了 一 种 局 
势 ,四 方 王 棋 可 位 于 图 上 任何 两 个 象限 之 一 . 白 方 企图 达到 一 个 类 似 
与 图 ? 的 状态 - GM. A ER 64, Ra a3, 黑 方 王 棋 在 4 一 8 
行 中 的 某 一 处 . 第 一 步 是 移动 堡垒 (如 有 和 需要 时 ,也 包括 王 棋 ) ,使 可 
能 藏 有 黑 方 王 棋 的 两 个 象限 之 一 有 一 个 长 度 为 2 的 边 .由 图 8, 弈 法 
可 进行 如 下 : 1. K-—b2, 2. R—e3. 然后 饭 方 将 其 王 棋 走 入 该 象限 ， 
3. K—b3, 4. K -bp4, 如 黑 方 王 棋 进 行 干扰 , 白 方 只 能 撤回 其 储 刍 . 
于 是 双方 于 棋 都 将 处 于 问 -RRA - 边 之 长 度 是 2). Ri. Bat 
其 堡垒 走 到 边 上 , 5 R -a3. 在 这 一 -系列 走 法 中 , 白 方 可 以 无 需 考 
虚 会 发 生 任 何 被 “将 ”的 情况 . UREA TRS -个 象限 之 内 BA 
亦 能 应 用 同样 的 计划 . BAR. 方 并 不 需要 把 其 王 棋 与 堡垒 自 边 上 
越过 第 二 与 第 二 线 . 在 图 3 中 ,是 方 将 其 迁 回 到 c6, 并 将 您 又 移 到 
c5, 以 获得 . -个 第 1 节 第 ! 着 后 所 产生 之 局 势 .- 1 R- d4 也 能 产生 
-一 个 使 两 只 土 棋 都 处 于 同 - -象限 的 局 势 ,然而 象限 的 较 小 少将 会 天 
些 .长 | 9 的 棋 戏 可 继续 如 上 下; 1. K -d4, Z K—c5, 3. K—c6, 4. 
R-—b5. 

3. 保 企 是 安全 的 (或 者 能 够 安全 ). REM RS EET 
相连 , 黑 方士 横 不 像 上 节 那 样 受 根 惠 :那么 白 方 希 塑 用 某 种 办 法 来 限 
制 黑 的 王 棋 . 有 -种 局势 颇 似 第 1 节 所 说 ,堡垒 位 于 角 上 ,例如 hl， 
他 一 方 的 王 撕 在 附近 ,例如 82, 填 是 白 方 把 他 的 棋子 向 角 上 移动 如 
果 黑 方 王 横 进行 干扰 , 则 白 方 就 知道 其 位 置 是 受 了 限制 并 可 把 第 ? 
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或 第 2 节 进行 . 如 果 不 是 这 样 , 则 白 棋 就 走 到 角 中 ,此 时 可 避 循 第 1 
节 的 方式 进行 下 去. 


EE 
EC 
eeorores: 
eee eee 


eeeeen 

CSS GOS 
eee. Gem 
eee © GH 


“A 


图 10 
问题 1. APA RH PER 


Sn Re A BY ET RE a A RP 
堡 争 . 这 通常 很 简单 AIR Lk PRR. E 10 的 局 势 
里 有 一 只 未 受 保 护 的 保全 . 读者 们 能 和 否 发 韦 所 有 的 救 它 脱险 之 法 ? 
CS RAR RAB. ) 
1e. 黑 方 王 棋 被 限于 -… 行 . 


43 


LES E 


上 述 分 析 不 适用 于 两 只 王 棋 同 处 于 “个 象限 ,而 这 个 象限 其 实 
RRS TTR. E 1 表明 此 种 态势 . 白 方 很 容易 将 死 对 方 ， 
AS THE bl 4] HEAR A BARE. 但 白 方 必须 小 心 ,以 免 
形成 僵局 . 此 时 棋 戏 可 进行 如 下 ;1. K--d8,R—g7, 2. K—d8, 3. 
K-…c?7( 不 是 3.K—c8=), 4. R—g6, 5. R—ab H. 当 黑 方 王 棋 使 白 
方 王 棋 不 能 移动 时 ,堡垒 可 以 走 棋 ,于 是 黑 方 王 棋 只 好 后 退 . 

lb， 黑 方 王 棋 被 限于 两 行 . 如 果 黑 方 王 棋 已 被 限制 于 两 行 , 册 白 
方 可 改善 1 中 所 给 出 的 方式 . 在 把 黑 方 士 棋 赶 进 角 上 时 ,已 经 没有 必 
REESS AHER H ArH. 由 图 12, 弈 法 可 如 下 进行 : 

1. K -e7, 2. K—d7,K-—d6, 3. K—d7, 4. K—c7,K~-c6,K— 
d8, 5. K—c7?, 6. K-—b6,K—c8, 7. R a6#. 
如 果 5. K 一 c7 不 合法 , 白 方 可 收 走 5. …R h7. 走 两 步 后 ,7. R 
hn? 二 将 是 一 个 严重 错误 ,但 很 容易 避免 . (第 1 节 里 讲 过 的 方式 表明 
能 削减 黑 方 土 棋 的 活动 区 域 , 没 有 提 到 的 :点 则 是 ,这 也 可 以 与 法 方 
fat WARS SH , 那 是 很 容易 决定 的 , 白 方 将 有 :个 不 同 
的 走 子 法 以 将 死 对 方 . 当然 , 白 方 会 走 那 一 步 横 - 》 


图 13 图 14 
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Ic. Bp RE KA. SRP TERRA 
或 三 列 时 . 丰 - 些 办 法 可 改进 第 1.2 PMA. B13 BRITO 
iL RFS TABS A ae Hy RC PR — ET a Ai 
BE ENEA fu fied dee 1. R- £6. 2. K--e7. 如 果 
K—o7 AGRY MT CHA GIR; Be ARIA. 
RRA TAAL aR IRA. 

图 14 ROAR PTR SRT MH RAK. & l. 
R -d5+- 27 JG Ay EAR AT] pb FEE AY 5 iE EB By EA. — 
Ai STW La ATER. RI, A EEE A Be af a? 
CER ULB se.) 


ARA Wy 


Seeeeee” 


14， 黑 之 土 模 限 二 加 行 . HEE 15 类 似 十 图 13. A a aE R- 
f4. 如 果 他 现在 走 这 步 撕 ,而 这 足 一 着 "将 ”. 则 黑 方 土 棋 将 在 两 个 得 
限 之 一 .条 方 如 按 图 13 Te PBA Ai P-L L. 
K- e6 以 避免 第 2 名 所 讲 方式 中 的 虚 折 时 间 与 精力 . 如 果 这 着 非法 ， 
他 可 走 …R- g5, RATA Bam RR BR ZA. 如 这 一 着 是 全 
ERT EHLE 2. R 一 -14. 刀 果 这 着 是 “将 ”他 即 可 照 图 13 后 面 的 方 
AE TE 
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图 17 图 18 


问题 3， 白 方 走 枢 . HEA OFER 
le RA FAR E E BT. 当 黑 方 王 棋 的 活动 范围 


是 棋盘 上 很 大 -- 片 区域 时 , 白 方 企 图 尽快 削减 此 区 域 . 图 16 表明 墨 
廊 于 棋 被 限定 的 最 大 可 能 的 一 片区 域 ,如 果 区 域 足够 大 ,和 白 方 能 想 办 
法 济 减 黑 方 王 棋 所 丘 据 的 较 小 的 象限 的 尺寸 (而 不 是 像 第 VER 
的 较 大 者 ). 由 图 16, Æna FIT: R—gl. 2. K—e3, 3. R- 
fl. AHO FB BARS PB 2 a” bf 2 e E th E e a 
左 走 两 格 以 造成 两 只 王 棋 同 在 : -得 限 , 星 最 小 -个 至 多 只 有 四 格 的 
局 势 . 图 17 是 更 为 难 下 揭 .音标 仍然 是 要 把 黑 方 王 横 限制 在 至 多 站 
行 之 内 ,而 不 把 王 棋 与 供 全 像 2 那样 走 到 棋盘 的 边 上 . 

图 18 是 由 图 10 所 产生 . 如 果 1. K—f2 是 非法 的 , 则 白 方 应 当 
怎样 走 械 ,才能 把 黑 方 于 棋 限 制 在 不 上 超过 四 行 之 内 ? (注意 一 个 3x 4 
矩形 包含 了 黑 方 王 棋 折 可 能 鼎 据 的 一 切 方 格 ,但 甜 形 的 边 并 不 由 棋 
RI JERKE.) 

A Ae EER. ER CAT RH, HE A ERA ARS 
HAA ERRERA ERREA. 1a 与 1b 两 节 证 明了 ,如果 白 
方 能 把 黑 方 王 棋 驱赶 到 棋盘 边 上 ,他 就 一 定 能 够 将 死 对 方 - 第 3 节 表 
明白 方 能 够 轻易 地 达到 一 -种 局 势 , 其 时 黑 方 王 棋 所 可 能 占据 的 一 切 
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ye eS RK 


A ESR 


ERE ORE E H BS EE tl — TF a aH. 
BIS 2M PCI FRAY 种 棋局 过 渡 到 矩形 更 小 的 
棋局 . 这 里 我 们 所 说 的 定形 A h TEE B 的 意思 是 指 ,A 的 较 小 尺 
TAF BWBDRT RAS AB 的 较 小 尺寸 相等 时 ,A 的 较 大 尺 
寸 小 于 B 的 较 大 凡 填 .上 述 论证 已 足够 证 明白 方 能 在 一 大 批 棋局 状 
态 中 ,以 及 在 任意 大 的 矩形 棋盘 上 将 死 黑 方 . 

在 仔细 研究 了 这 里 详 加 列举 的 战 从 以 后 ,可 以 让 明 从 图 10 的 初 
始 状 态 出 发 , 白 方 至 多 用 上 39 步 即 可 将 死 对 方 ,于 是 了 世 就 用 不 着 再 
去 担心 “五 十 步 不 馈 就 算 和 棋 ” 的 规则 了 . 


致谢 


本 文 是 斯 坦 福 大 学 CS204 班级 在 1978 年 秋季 教学 中 一 个 指定 
的 课外 作业 的 结果 . 我 要 向 任课 教授 唐纳德 ，E。，。 克 努 特 Donald E. 
Knuth) 先 生 表 示 谢 意 , 他 从 德国 友人 处 听 到 这 种 游戏 后 设计 了 这 个 
题目 . 我 还 要 感谢 本 课程 的 助教 克 里 斯 :" AL + ME SE (Chris Van 
WwWyk) ,他 对 问题 作 了 详尽 充分 的 讨论 并 帮助 笔者 编写 了 了 本文,CS204 
班 上 的 学 生 也 提出 了 一 些 有 价值 的 建议 . 


解 答 


1. “TP RERD BD Bedi eA. R 人 -ft 与 K 一 f2. TEJE PY a EY 
每 一 步 bitin. AaB BIC E A RS aU. E A eK 
就 将 被 认为 是 非法 的 . SUR ETRE EAD A eR VA Bb R 
Yb Be Be NO. 

2. AHA TER af AEE RA 1. K—e7,R—e6 (4 K—e7 
合法 ,和 白 方 可 以 用 类 似 方 式 获胜 ,但 着 法 将 短 得 多 ). 2. K d? K 
dë, 3. K—c7 然后 像 lb WERE S 步 便 可 将 死 . 

3. 和 白 方 用 下 述 手段 把 黑 棋 限制 在 更 “小 ”的 奸 形 之 内 : 1. R- 
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e4,R—c4. 如 果 第 一 步 是 “将 ”, 白 方 可 应 之 以 2，R 一 e2, 如 果 第 二 步 

是 “将 ", 白 方 可 续 走 3. R—ed. . 
4， 白 方 首先 将 堡 驳 移 到 安全 地 带 . l. R—h5, 2. RR-…a5. 然后 

AY ERBILES 3. K—d2, 4.K 一 c3, 如 果 玉 棋 的 第 二 次 移动 为 


非法 ,他 应 把 堡 全 再 移 到 安全 地 带 R 一 85, 并 继续 用 下 列 走 法 试图 把 


其 王 棋 移 近 保 全 , 即 

5. K—e3,K—c3,6. R 一 a5, 如 果 这 两 步 王 棋 走 法 均 属 非法 , 则 
黑 方 王 棋 必 在 d4 位 置 . 白 方 可 走 一 着 6。、R 一 h5 ,使 王 棋 移 动 并 再 继 
续 试 探 - 这 一 次 ,他 必定 取得 成 功 . 如 果 3，K 一 d2 是 非法 的 , 则 白 方 
AE R 一 a4 以 及 4. R 一 h4 以 产生 一 种 局 势 , 它 和 将 会 类 似 于 这 步 棋 
为 合法 时 所 造成 的 形势. l 
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@ KARTS he 
O xi + BAR (Adi Shamir) 
CI sans +L + 2 ALM 4e (Ronald L. Rivest) 
O #1 3p 254 + M+ fT B (Leonard M. Adieman) ® 


Mel Ie enna y> tOO MAE se mAbs tua ee wa ane A vente tye tse 


AM ie 


两 位 不 太 诚 实 的 对 手 能 否 不 用 真 的 扑克 牌 -一 例如 , 改 用 打 电 
话 方式 - 来 进行 - 场 公平 的 扑克 游戏 ? 本 文 将 提供 两 个 截然 不 同 
的 答案 : 

1， 不 行 . ( 附 以 严格 的 数学 证 明 . ) 

2， 行 . (给 出 二 确 与 完整 的 谈话 记录 . ) 

有 一 天 ,两 位 “心理 
象棋 ?专家 对 这 种 游戏 感 
到 了 厌烦 . 于 是 其 中 一 位 
Beal “The TARE EER. 
FE RT Sa TP oe? 游戏 
取 ,”“ 刀 啊 , 让 我 来 发 
SeA 


O RAE: ARH PARE RC OE UE ER A, A E RRK. 
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我 们 的 故事 与 下 述 问 题 有 关 ( 由 罗伯特 " W。， 弗 治 德 (Robert 
W. Floyd) 提 出 ):“ 是 否 有 可 能 做 -种 公正 的 “心理 扑克 ?’ 游戏 ?” 我 们 
将 对 此 给 出 一 个 完整 而 又 令 人 迷惑 不 解 的 答案 . 首先 我 们 将 证 明 问 
题 本 质 上 无 解 ,而 后 又 描述 一 种 玩 “ 心 理 扑 克 ?* 的 公正 办 法 ， 


玩 “ 心 理 扑克 ”是 什么 意思 ? 


“心理 扑克 ”游戏 的 玩法 同 普 通 扑 克 ( 参 看 Hoyle [2)) 完 全 一 样 ， 
不 过 并 没有 - 张 牌 作为 道具 ,局 中 人 之 间 的 一 切 联 系 都 得 用 传递 信 
息 的 方式 来 进行 :如果 我 们 设想 有 两 个 局 中 人 , 鲍 勃 (Bobp) 与 爱丽 丝 
Calice) , 想 用 打 电 话 的 方式 来 做 游戏 ,也 许 有 助 于 阐明 “心理 扑克 ”的 
基本 规则 . 由 于 不 可 能 把 扑克 牌 在 电话 线 上 传 来 传 去 ,整个 游戏 ( 包 
括 发 牌 在 内 ) 必 须 上 自始至终 地 通过 两 人 的 口头 语言 (或 者 用 数字 传递 
办 法 ) 来 实现 . 

我 们 假定 两 人 都 不 老实 . 即使 他 手中 根本 没有 爱 司 ,他 也 可 以 轻 
易 说 上 一 名 “有 一 张 爱 司 露头 了 ”! 不 过 ,我 们 所 说 的 “心理 扑克 ?的 公 
正 玩 法 必需 排除 任何 性 质 的 欺诈 行为 ,否则 就 不 能 称 为 “公正 ?了 . 

公正 的 玩法 必须 从 “公正 的 发 牌 " 开 始 . 为 了 做 到 这 点 要 求 ,局 中 
人 可 按 某 些 事先 商定 的 步 又 来 交换 一 系列 信息 . (这 些 步骤 有 可 能 要 
求 双 方 利 用 骨 子 或 其 他 随机 数 发 生 装置 以 佑 量 他 手中 的 牌 或 他 所 传 
输 的 信息 . ?每 位 局 中 人 都 必须 知道 他 手 上 有 些 什么 牌 , 但 又 必须 对 
别人 手 上 的 牌 一 无 所 知 , 发 牌 方法 必须 保证 双方 手 上 的 牌 完全 独立 ， 
毫 不 相关 ,而 且 对 任何 游戏 者 来 说 ,各 种 牌 在 他 手 上 上 出现 的 可 能 性 应 
当 完 全 一 样 . 

在 游戏 进行 过 程 中 ,局 中 人 可 能 要 求 从 剩余 的 一 堆 牌 里 再 抽取 

` 些 新 牌 ,或 者 要 求 向 对 方 亮 出 他 们 手中 的 某 几 张 牌 . 他 们 应 能 做 型 
此 点 而 不 至 于 泄露 手 上 其 余 牌 的 机 密 . 

在 游戏 的 结尾 ,每 - 方 都 要 有 可 能 进行 核查 ,以 保证 该 游戏 确 是 

公正 无 葡 地 在 进行 ,对 方 并 无 欺诈 行为 . 如 果 一 方 宣 称 他 发 到 了 四 张 
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爱丽 丝 选 卫 张 牌 给 鲍 勃 , 另 一 张 给 她 育 已 ,并 对 之 进行 了 加 密 ”, 然 捷 记 
它们 -起 送 还 给 施 勒 . 


tS PSK EAB YE 了 “解密”, 并 把 爱丽 给 加 密 过 的 “- 张 牌 退还 给 她 . 
图 1 


爱 司 , 另 一 方 必 须 有 办 法 对 之 进行 核实 . 

使 “心理 扑克 "成 为 一 种 公正 游戏 的 上 述 一 系列 要 求 看 来 似乎 很 
难得 到 满足 . 为 六 把 事情 搞 得 简单 一 些 , 我 们 可 以 假定 双方 都 有 计算 
机 ,这样 就 有 可 能 采用 非常 复杂 的 谈话 记 东 (例如 ,也 包括 加 密 过 
FE). 但 我 们 并 未 假定 任何 - - 方 会 信和 斥 别 人 人 的 计算 机 (双方 都 可 以 对 
其 计算 机 编制 程序 , 教 它们 进行 散 骗 ). 
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我 们 建议 你 在 阅读 下 文 之 前 ,试图 找到 一 个 你 自己 的 玩 “ 心 理 扑 
克 " 的 办 法 ,你 一 定 会 觉得 那 是 一 种 非常 有 趣 的 挑战 . 


2 
爱丽 丝 “ 解 密 " 了 她 的 牌 , 然 后 他 们 互相 比较 牌 的 点 数 大 小 以 决定 谁 是 胜 者 . 


结 论 


我 们 将 对 "心理 扑克 ”向 题 提供 两 种 截然 不 同 的 回答 ， 

1 在 理论 上 提供 一 个 严格 的 证 明 , 即 任何 一 种 发 牌 方式 都 不 可 
能 同时 满足 下 列 要 求 : 双方 手中 的 牌 毫 无 关联 ,一 方 对 另 一 方 手中 
的 牌 一 无 所 知 ( 除 了 他 知道 对 方 手中 的 牌 与 他 不 一 样 之 外 ). 

2. 存在 一 种 巧妙 的 谈话 方式 可 用 于 发 牌 ,使 人 们 有 可 能 按照 规 
定 要 求 来 做 公正 无 欺 的 “心理 扑克 ”游戏 . 

两 种 答案 的 公然 矛 逢 并 非 由 于 它们 中 间 出 了 什么 毛病 或 失误 . 
事实 上 ,我 们 倒是 想 把 一 项 十 分 有 趣 的 任务 留 给 读者 ,让 他 们 自己 去 
解释 : 之 所 以 导致 这 种 明显 矛盾 的 原因 究竟 是 什么 ? 要 推荐 出 其 中 
的 微妙 差别 . 


不 可 能 性 的 证 明 
为 了 简单 起 见 , 让 我 们 考虑 最 低 限度 的 非 平凡 情况 , 即 从 三 张 牌 


的 集合 :X,Y,Z} 里 分 发 两 张 不 同 的 牌 (每 一方 发 到 一 张 牧 》. 此 种 情 
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况 下 的 不 可 能 性 证 明 可 以 极 容易 地 推广 到 牌 的 任何 组 合 , 以 及 各 人 
手中 牌 数 不 小 一 张 的 情况 . 

如 有 果 这 一 情况 下 ,合乎 要 求 的 谈话 i 记录 能 够 存在 , 刘 在 交换 过 - 
系列 有 限 信 息 之 后 ,爱丽 丝 与 饮 勃 都 知道 了 自己 手 星 的 牌 而 不 知道 
别人 的 牌 : 当然 这 些 信息 与 郑 位 局 中 人 的 选 牌 必须 协调 - - 致 ,以 防止 
两 人 得 到 同样 的 牌 . 

假定 在 - -次 特殊 的 发 牌 中 ， 
交换 的 信息 是 M1,…- Mas 
爱丽 丝 实际 拿 到 的 牌 是 X, 
鲍 勃 实际 合 到 的 牌 是 世 

我 们 把 S 定义 为 爱丽 丝 在 具有 相同 交换 信息 的 任何 发 牌 中 所 
能 拿 到 的 和 凰 的 集合 (由 于 每 位 局 中 人 都 希望 有 随机 选 拌 的 自由 ,以 防 
别人 和 猪 到 他 的 牌 ,十 是 产生 了 具有 同样 交换 信息 的 不 可 发 牌 方式 ). 
显然 ,算式 是 在 集合 Sa EW. 

如 果 Sa 只 有 这 张 关 牌 , 则 此 种 发 牌 就 与 鲍 勃 对 爱 明 丝 的 牌 应 
该 一 无 所 知 的 要 求 发 生 了 抵触 . 显然 ,在 此 种 悄 况 下 ,信息 序列 唯 -… 
决定 了 爱丽 丝 的 牌 ,所 以 ,从 信息 论 的 观点 来 看 , 鲍 勃 对 她 的 牌 已 有 
了 (完整 的 ) 信 息 .进步 说, 在任 何 一 种 物理 [- 吕 以 实现 (而 且 有 尽 
的 的 发 牌 谈话 记录 中 . 爱 易 丝 只 可 能 有 有 限 多 种 随机 计算 的 自由 ， 
ARA RERE :下 共 中 有 哪些 可 以 与 给 定 的 信息 序列 相 容 ,就 
能 实际 上 查 出 爱丽 丝 手中 的 牌 . 

BAM. wR S 包括 了 全 部 三 张 牌 , 则 鲍 勃 就 无 法 说 到 牌 A 
为 不 论 他 拿 扫 哪 … 张 小 ,信息 序列 将 容许 爱丽 丝 也 能 拿 到 同样 的 牌 . 
FHS, 只 能 含有 两 张 牌 - 

鲍 勃 能 拿 到 、 而 不 致 于 改变 其 外 部 性 态 的 牌 的 集合 gr 也 可 类 似 
地 定义 ,因而 ,这 集 台 也 必然 含有 两 张 牌 . 可 基 , 牌 的 总 数 只 有 二 张 ， 
因此 S, 与 Sy 是 不 可 能 没有 公 徐 元 素 的 5 在 我 们 这 个 例子 中 , 牌 Z 
同属 于 两 个 集合 ). 因此 ,在 信息 序列 M M, 的 情况 下 就 会 发 生 
鲍 搜 与 爱丽 丝 同 样 拿 到 2 牌 之 事 . 所 以 ,谈话 记录 无 法 保证 鲁 勃 与 
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爱丽 丝 能 选取 不 同 的 牌 . 于 是 ,我 们 可 以 下 结论 了 : 公正 的 发 牌 是 不 
可 能 的 . 


可 供 发 牌 用 的 一 个 谈话 记录 


下 列 解 法 可 以 满足 问题 的 一 切 要 求 . 首先 , 鲍 勃 与 爱丽 丝 同 意 采 
用 一 对 加 密 与 解密 函数 和 2, 它们 具有 于 列 性 质 : 
1. BOOMER X 在 采用 和 密 钥 K 时 的 加 密 形式 ， 
2. 对 一 切 信息 与 密 钥 K 都 有 
Dy CEx(X)) =X, 
3. 对 一 切 信息 X 与 密 锅 J,K RA 
Br(B(X))— ECEr(X)), 
4. 给 定 交 与 Bux(X) 后 ,密码 分 析 家 将 无 法 通过 计算 
SEE tH A KX xX OK 都 是 如 此 ， 
5. HERESY 后 ,无 法 通过 计算 找到 密 钥 * 与 

K DAR BX) = Bx (Y). 

ERF 3 条 性 质 , 即 加 密 的 可 交换 性 显得 有 点 不 寻常 ,但 不 是 不 
可 能 做 到 的 . 性 质 4 与 5 人 (特别 是 性 质 OMKAR ERR 
强 ,或 者 说 , 它 是 不 可 破译 的 . 

作为 具备 以 上 性 质 的 函数 实例 ,可 以 考虑 

Ek(M)=M*" (mod a), 

这 里 ”是 一 个 很 大 的 数 ( 素 数 或 是 有 给 定 因 子 的 人 台数), 而 且 为 
鲍 厚 与 爱丽 丝 所 已 知 , 此 外 还 有 ged CK p(n) = 1, 

这 里 的 [p(x)j 是 欧 拉 数论 函数 ,从 数 z 的 质 因 子 分 解 式 中 极 易 
算出 它 来 . 

与 此 相应 的 解密 函数 是 

Dg(c)=C*(mod z}, 
此 处 
L « K = 1Cmod—(a)). 
54 


aS 


由 于 
ExCEs(M)) = ELBEr(M)) = M™ (mod 2), 
WT E REE 3. CA RK RHR BRE E 
节 ，, 请 参阅 文献 51,3,4]-) 我 们 之 所 以 在 这 里 描述 这 个 特殊 加 密 琴 
数 , 仅 仅 是 想 说 咀 我 们 所 需要 的 加 密 画 数 确实 是 存在 的 ,除了 性 质 1 
至 5 以 外 ,我 们 不 准备 利用 这 个 函数 的 和 任何 其 他 特殊 性 质 . 
HWH SRH oO] SK A eR BA 2 对 我 们 这 个 例子 来 
Te 5 Re the fe) EA op). ft A oP Ge FE LD u A A HA 
B IJA JX HC Se SAE E E Sl UG EK sR. 其 时 , 他们 可 以 把 密 铀 
公开 曝光 ,以 验 让 在 整个 过 程 中 并 无 欺诈 行为 - 
leh RTE TT Pa 52 个 信息 : 
“梅花 2”, 
“HELE 3”, 


“ 黑 桃 爱 司 ”， 

并 将 每 个 信忠 ( 它 的 二 进位 字符 行 可 看 成 一 个 数 ) 用 他 的 密 铀 5 
SVE ON. (这 就 是 说 全 需要 计算 Be COREE 2”) ,等 等 . ) 然 后 ,他 
把 已 经 加 密 的 一 车 牌 进行 洗 牌 (随机 地 重 排 ), 并 把 它们 统统 电 传 给 

爱丽 丝 殖 便 选择 了 贡 些 牌 ( 信 息 ) 并 把 它们 送 还 给 鲍 勃 . Oe 
过 解密 .了 解 到 他 手中 有 些 什么 牌 . 但 爱丽 丝 根本 不 知道 鲍 勃 手中 有 
些 什 么 牌 , 因 为 用 于 编码 的 密 钥 e A A bagh y a. 

现在 爱丽 丝 选取 五 个 此 他 信息 ,用 她 的 此 名 4 进行 如 密 , 然 后 
PENA ws. LEAR HET RRM BUD Ea 
EMRA SEP OD EEM) 对 每 个 M 都 是 这 样 . SR 
洽 了 这 些 信 息 , 对 五 个 信息 部 作出 了 CM), 并 把 它们 送 还 给 爱丽 
经 . 爱丽 丝 可 以 利用 共 密 角 对 之 解密, 这 样 就 得 出 了 她 手中 的 牌 . 由 
Pee 不 知道 A, PE th ot BW 22 SS E N. 

IE oR + FLEE (Michael Rabin) 对 上 述 过 程 建议 提供 一 种 物理 模 
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拟 . 我 们 可 以 把 加 密 看 作 是 在 存放 扑克 牌 的 匣子 上 装 一 把 扶 锁 . aa 
先 把 所 有 扑克 牌 装 在 外 表 全 无 区 别 的 一 些 匣 子 里 ,再 在 直子 外 面 装 
LEA CEMA MARS B). 爱 解 丝 挑 选 了 五 只 匣子 还 给 他 以 
作为 他 的 … 手 禾 , 另 外 又 外 加 五 只 坚 子 ,这 些 匣 子 的 外 面 又 给 扣 上 了 
她 的 挂 锁 (开锁 钥匙 为 4). 接着 , 鲍 勃 把 十 只 匣子 上 他 的 挂 锁 统 统合 
掉 了 ,然后 把 匣子 上 仍然 装 有 爱丽 丝 挂 锁 的 东西 退还 给 她 ,以 作为 她 
的 一 手 牌 . 请 注意 ,在 上 面 的 叙述 中 ,已 默认 了 在 装 锁 与 开锁 的 先后 
顺序 上 的 可 交换 性 . 

在 游戏 进行 过 程 中 不 论 哪 一 方 需要 添 牌 时 , 则 可 对 每 一 张 铂 重 
新 执行 上 述 的 步骤 . 

UF RA RS Ty ABE KT AAT BE. 现在 ,每 个 局 中 人 都 能 核 
实 , 他 的 对 手 所 声称 之 牧 , 确 实 是 真正 发 到 他 手电 的 . 根据 性 质 5, 任 
何 一 方 都 不 能 利用 -个 不 是 他 真正 用 过 的 .而 是 另外 一 个 密 钥 (后 者 
也 许 能 使 他 拿 到 较 好 的 -- 副 牌 ) 来 进行 欺骗 . 

上 述 过 程 也 可 以 推广 于 局 中 人 超过 两 个 的 场合 .我 们 把 细节 留 
给 读者 自己 去 思考 . ) 另 一 种 明显 推广 是 把 可 交换 的 编码 函数 应 用 于 
秘密 通讯 系统 ,以 传送 任何 信息 (而 不 是 无 足 轻重 的 扑克 牌 之 类 东 
西 ), 即 使 通讯 渠道 里 有 人 在 偷 听 也 不 要 紧 . 


结 R 


一 开始 我 们 证 明了 发 牌 问题 是 无 解 的 ,可 是 接着 义 对 该 问题 提 
出 了 一 种 实际 上 管用 的 解法 . 现在 我 们 要 把 这 个 三 迷 留 给 读者 . 请 
问 , 怎 样 才 能 自圆其说 ?( 提 示 : 每 位 局 中 人 按理 说 ,都 能 从 现 有 信息 
中 完全 决定 出 对 方 手中 所 有 的 牌 , 如 果 不 是 由 于 “破译 "密码 所 需 花 
出 的 巨大 计算 工作 量 使 他 只 能 扑 洋 兴叹 的 话 . ) 
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O 支 克 吉 尔 大 学 


OG RER + FRB CVasek Chvátal) 


Nak > a ASA: 0 ORE ELE PAM MADELEINES PROPYL ta a 


É R. C. 麦克 拉 根 (R. C. MacLagan) 编 著 , 于 1901 年 由 戴 维 。 纳 
Api (David Nutt) Æ fe 2 ty WRAY -E 8 CB AS SE BB YD RR AL DB 
128 页 上 ,人 们 找到 了 一 个 古代 苏格兰 游戏 的 如 下 描述 . 


便宜 、 适 中 、 高 价 


它 也 是 个 两 人 游戏 . 字母 C.M.D 分 别 岩 示 Cheap .Middling .Dear 
的 缩写 ,它们 被 分 别 书写 在 石板 上 ,中 沿 适 当地 留 着 些 间 隔 . 在 字母 
& 的 下 面 有 三 个 数字 1,2,3;M 的 下 面 写 着 4,5,6;D FASE T, 
8,9, 就 像 下 面 的 样子 ， 

Cc M D 
1,2,3 4,5,8 7,8,9 

JEM A 从 任意 一 组 中 认定 一 个 数字 ,但 要 瞒 住 B, 不 能 让 他 
知道 . 接着 ,就 开始 猜 这 式 的 一 问 - - 管 . A 先 说 ;:“ 我 爸爸 从 市 场 里 买 
回来 一 匹 马 . ”B 问 道 : “便宜 适中 ,还 是 出 了 高 价 ?”A 于 是 作出 回 
AS ,把 他 所 选 定 的 数字 所 属 的 那 一 组 告诉 给 B, 管 如 说 ,如 果 他 选中 
的 数字 是 5, 他 的 回答 就 一 定 要 说 是 “代价 适中 ”. 然后 ,B 就 从 三 个 
数字 中 猜 一 个 . 如 果 他 恰巧 猜 对 5, 他 就 得 了 5 分 ,但 若 他 猜 4 或 6， 
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则 5 分 就 归 入 入 的 名 下 .不论 属 丁 哪 种 情况 ,数字 5 就 区 从 石板 上 
涂抹 掉 . 接 下 来 轮 到 B 选 数 ,让 A 去 猜 ,双方 交 蔡 地 进行 ,直到 全 部 
数字 勾 销 为 止 . 最 后 把 双方 各 下 的 分 数 统统 加 起 来 , 谁 得 的 分 数 较 
高 就算 他 赢 

下 面 我 们 将 要 说 明 这 种 “便宜 、 适 中 高价" 游戏 的 分 析 结 果 ,为 
了 使 不 热 悉 博弈 论 的 读者 易于 读 公 ,让 我 们 先 把 有 关 和 矩阵 博弈 的 “- 
些 基本 事实 简单 地 勾 划 -…- 下 、 

让 我 们 从 一 个 猪 辅币 的 游戏 开始 , 它 和 “便宜 、 适 中 ,高 价 ”游戏 
有 些 瓜葛 ,可 是 要 简单 得 多 . 该 游戏 由 两 人 对 又, 每 人 手中 都 藏 起 一 
枚 五 分 镍 币 , 一 枚 一 角 银 币 或 -- 枚 一 角 五 分 辅币 . 然后 ,双方 同时 拿 
出 “ 枚 来 亮相 ,如 果 它 们 属于 同一 品种 , 则 就 归 第 一 位 局 中 人 所 有 . 
否则 ,它们 就 属于 第 二 位 局 中 人 . 很 明显 ,无 论 哪 一 方 都 不 具有 保证 
稳 赢 的 策略 :如 果 运 气 不 佳 的 活 ,有 可 能 每 次 都 输 . 可 是 我 们 仍然 可 
以 认为 ,至 少 就 统计 意义 米 说 ,第 二 位 局 中 人 处 于 较为 有 利 的 地 位 . 
如 果 他 正确 地 做 游戏 ,他 可 以 期 望 在 长 期 财 赛 中 取得 稳定 的 收入 . 自 
然 ,他 必须 用 某 种 随机 的 方式 作 选 择 ,以 使 对 方 不 能 预料 . 但 与 此 同 
时 ,各 种 辅币 的 出 现 概率 必须 子 以 园 定 . 这 就 是 说 ,在 长 期 财 赛 时 ,第 
二 位 局 中 人 必须 用 全 部 时 间 的 蕊 出示 镍 币 , 呈 的 时 间 出 示 银 角子 ,而 


以 余下 米 的 于 时 间 亮 出 一角 丘 分 辅币 . 假定 他 确实 完全 按照 上 述 指 
示 行事 ,我 们 现在 来 看 看 长 时 间 有 反复 财 赛 的 情况 .第 一 位 局 中 人 所 由 
的 每 一 枚 忽 币 ,将 有 二 的 时 间 遇 上 第 一 位 局 中 人 所 出 的 锋 币 ,号 的 时 
司 录 上 一 角 银 币 , 藻 的 时 间 遇 上 二 从 五 分 币 . 不 论 第 位 局 中 人 如 何 
行动 ,他 不 能 忽视 由 第 一 位 局 中 人 的 随机 选 洋 而 引入 博弈 的 机 遇 因 
K 在 上 述 这 群 财 赛 中 ,第 二 位 局 中 人 将 有 二 的 时 间 输 掉 五 分 镍 币 ， 
而 将 有 名 的 时 间 启 进 五 分 镍 币 . 类 似 地 ,在 第 一 位 局 中 人 出 示 一 角 银 
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币 的 那些 赌 赛 中 ,第 二 位 局 中 人 将 有 弹 时 间 输 掉 一 角 ,而 在 34 的 时 间 
中 赢 进 一 角 . 在 第 一 人 选择 二 角 五 分 辅币 的 财 赛 中 ,第 二 人 将 且 时 


间 输 掉 二 角 五 分 ,而 有 区 时 间 赢 进 一 角 五 分 . 所 以 ,总 的 看 来 ,第 二 位 


Jes AE A OR PTR R 当然 ,这 种 收益 并 不 是 保证 可 


以 拿 到 的 , 它 不 过 是 -PRE X ERR - 枚 没有 偏差 的 钱币 ， 
出 现 正 面 的 机 会 是 百 分 之 五 十 只 是 一 种 期 疹 而 不 是 保证 一 样 . 从 这 


种 意义 说 ,第 一 位 局 中 人 可 以 保证 他 的 每 局 损失 不 至 于 趋 过 加 E 


分 ,他 只 要 采用 如 下 的 混合 策略 ， 蕊 时 间 出 镍 币 , 访 时 间 出 银 角 子 ， 
余下 芒 时 间 出 二 角 五 分 辅币 . 现在 不 论 第 二 位 局 中 人 如 何 行动 ,每 次 
他 出 锋 币 .出 银 角子 ,或 者 出 二 角 五 分 ,他 的 最 大 期 望 收益 分 别 如 下 : 


‘ 
~Ues+ 5 -0t+ 5-5 = 2 


17 17° 17’ 
10 5 2 _ 50 
io pe a OK 17 
10 5 2 _ 50 
i7 Stt 0a Sy 
5X PEF BY A HER a a 


5 —-5 —5 
—10 10 一 | 
--25 一 25 25. 

第 一 你 局 中 人 从 一行 中 选 一行 4 分别 相当 于 出 示 儿 币 、 银 币 与 二 
和 角 五 分 币 ), 不 知 对 方 行动 的 第 二 位 局 中 人 则 从 三 个 列 中 挑选 - 列 ， 
行列 交 义 处 的 矩阵 元 率 则 为 第 一 位 局 中 人 的 所 得 金额 . 一 般 地 说 ,每 
一 个 矩阵 确定 了 一 种 博弈 ,一 方 选 取 行 , 另 一 方 选 取 列 ,相应 的 a 则 
表明 第 一 位 局 中 人 所 获得 之 收益 . (“便宜 、 适 中 、 高 价 ” 游 戏 也 可 看 作 
这 种 游戏 ,矩阵 的 每 一 行 相当 于 遍 中 人 A 在 全 部 九 轮 猿 数 过 程 中 所 
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ae hy 


能 采取 的 明确 的 策略 . 类 似 地 ,每 -- 列 相应 于 B 所 能 用 的 策略 , 这 个 
矩阵 的 行 数 与 别 数 是 很 庞大 的 . ) 其 次 ,每 位 局 中 人 唯一 有 意义 的 策 
略 赴 他 的 选择 必须 随机 ,使 他 的 对 方 猜 不 透 . 假定 第 - -位 局 中 人 以 相 
对 频数 xz 来 选取 各 行 i: 二 1,2,…,m, 第 二 位 局 中 人 以 相对 频数 yg BE 
WEA ;二 1,2,…,n. 则 第 - -位 局 中 人 的 平均 获得 是 (对 每 一 局 姨 赛 
来 说 ): 
dy Datar 
如 采用 和 宗 阵 记 法 ,这 一 数 匡 可 记 为 rAy SPEEA ay tes tt y Ea HDFT I E 
zx IREA oyong HIR y BRAHA: ARH A 
FRA MERMA 1. XARRA AA 09. AR Ee. 
“89 + 78 + if fF BS (John von Neumann) 在 其 论文 《公司 博弈 理论 》 
(1928 年 , 载 于 《数学 年 刊 》 第 100 卷 195 一 320 页 ) 中 证 明了 著名 的 
最 小 最 大 定理 ,断言 
max min rnin max rAy 
对 - 个 任意 矩阵 4, 在 所 有 的 随机 向 量 x 上 取 最 大 值 ,所 有 的 随机 向 
其 y 上 到 最 小 值 时 ,此 式 都 成 立 . 如 果 用 另 : 一 种 方式 叙述 , 则 对 任 一 
矩阵 4, 必 人 存在 随机 向 量 z" 与 y* 以 使 得 
xAy" <u" < Ay 
对 一 切 随机 向 量 x+ 与 y 部 成 立 . 现在 z” 与 y" 可 看 作 是 由 4 所 表示 
的 博 塞 的 最 优 策略 : 第 一 位 局 中 人 可 以 期 望 每 局 例 少 获得 
minr’ Ay=xz* Ay*. 
而 第 二 位 局 中 人 山林 指望 ,等 局 支付 不 大 于 
max xAy” —x" Ay”. 

数量 cay” BERR PPE OD UL. 上述 猜 辅币 游戏 的 什 是 一 50/ 
这 

讲 这 这 些 预 备 烦 识 之 后 ,我 们 加 到 “便宜 、. 适 中、 高 价 " 这 个 本 题 . 
为 了 打破 昊 案 .让 我 们 来 揭示 一 上 ,就 此 博弈 而 言 ,B 较 为 有 利 : 博 灾 
的 值 大 约 是 一 3. 8( 这 就 是 说 ,如 果 冯 方 都 按 最 优 策略 行事 , 则 B 可 


Gi 


以 指望 获得 24. 4 分 ,而 A 的 分 数 只 有 20.6 分 ). 游戏 中 作 -可 以 想 
象 得 到 的 状态 都 被 留 在 石板 上 的 数 集 S 所 明确 规定 出 来 .如 sS 中 数 
的 个 数 为 奇数 ,就 轮 到 A 选择 -- 数 ;如 为 偶数 , 则 由 B 挑选 - - 数 .如 
果 挑 选 数字 的 局 中 人 按照 他 的 最 优 策略 办 事 , 则 在 余下 的 游戏 中 ,六 
管 对 手 采取 什么 策略 ,他 都 有 希望 获得 "分 与 此 类 似 , 倘 苦 猜 数 的 
局 中 人 遵循 化 的 最 优 策略 ,出 不 管 他 的 对 手 采 用 什么 办 法 .在 余下 的 
游戏 中 ,他 都 有 和 希望 获得 分 . 由 最 小 最 大 定理 可 知 ,; 和 十 ww 应 等 
于 中 所 有 数字 志和. RAI rue RE 5 的 值 . 我 们 将 要 分 还 
-个 简易 方法 ,以 计算 每 个 的 值 ,还 要 说 明 从 5 中 挑选 一 个 数 的 
最 好 办 法 ,以 及 在 的 - -个 指定 分 组 中 猜测 一 个 数 的 最 好 办 法 . 我 
们 约 主 张 可 通过 对 5 的 大 小 施行 归纳 法 而 得 到 证 实 , 不 过 此 外 略 去 
了 烦琐 的 让 明 过 程 . 
游戏 的 每 “ 轮 开 始 时 ，- 位 局 中 人 提出 他 已 认定 数字 的 - RR. 
最 优 策略 如 下 : 
1. 较 拓 的 组 总 是 优 于 较 个 的 组 : 
2， 存 二 个 数字 所 成 前 - -组 中 ,高 价 优先 于 适中 ,适中 
则 优先 于 便宜 ， 
35， 所 有 的 一 全 数 的 组 都 是 同样 请 人 的 |; 
4， 对 只 有 -个 数 的 组 来 说 ,便宜 要 比 适中 优先 .而 适 
”中 则 优先 十 高 价 - 
当然 , 数 的 选取 必须 随机 化 . 策略 如 下 : 
5， 疾 包含 二 个 数 z 与 y 的 -组 中 ， 
要 以 概率 yi Cr 1-y) 选 取 z; 
以 概率 xyz 十 六 选取 了 
6. HAS PRM rye 的 : -组 中 ， 
要 以 概率 yes Coy-terot ys ERR t; 
PAPER xe / (ryt esty y; 
以 概率 zy/ Cryt ret y) AR 2 
对 选 数 的 局 中 人 来 说 ,上 述 规则 提供 了 一 -个 最 优 策略 的 完整 说 
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er = aaaea- Ma 
n. na een aE A eRe RL yr me ee 


明 . 事实 上 ,几乎 所 有 的 最 伟 选 择 都 其 有 .上 述 形状 , 唯 -的 例外 是 
7， 当 “便宜 货 ” 只 有 一 个 数 ,“ 中 档 货 ”两 个 数 ,“ 高 价 
品 " 两 个 数 时 , 则 玩 “ 使 宜 货 ” 这 一 招 决 不 会 错 - 
现在 我 们 要 转向 各 种 状态 的 计 值 问题 . 首先 让 我 们 假定 ,三 组 中 
的 两 组 已 其 黑 极 上 完全 抹 掉 . 在 此 种 情 兹 下 .{z} 的 值 是 一 z, {7,#} 的 
[HE C2’ +9) / Co) 9) TAT yz) EE 
ae) eee) ea 2), 


xyz 


1 
zy 十 xz 十 =| 


-+H y rte - g+z 
ER SHR. RART ERRA FAR: 
{1 .2,31 的 值 足 一 249 二 一 下 85757575， 


64913 
to a a 5 R s 
{4,5,6) 的 值 是 T8315™= 3. 544253344 


{17,8,9} 的 但 是 — o —§. 465232009. 


接着 ,我 们 注意 到 ,把 上 述 1 一 6 条 规则 与 出 现 的 21 个 值 相 结 
ERRER :种 简单 办 法 来 计算 -- 些 不 同 状态 的 值 . 例如 ,我 们 来 
考察 S==11,2.3, 人 .5,7,9}. 由 于 SS 的 元 素 个 数 是 奇数 , 故 轮 到 A 来 
选 数 . -种 较 值 的 游戏 进程 可 能 肥 如 下 方式 : 

A 选 便 宜 ， B 选 合宜 ， A 选中 档 ， B 选 高 价 ， A 选 使 宜 ， 

B 选中 档 ， A 选 高 价 . 

两 位 局 中 人 也 有 可 能 按 下 列 方 式 笋 游戏 : 

A 选 合宜， B 选 便宜 ， A 选 便宜 ， B 选中 档 ， A 选中 档 ， 

B 选 高 价 ， A 选 高 价 . 

因而 我 们 可 以 下 结论 说 ,8 的 值 基 

{1,2,3} 0074 t {4,5} 的 值 一 {7,9} 的 值 
613 ,41 130 21491, 


330 9 16 ” 3960 

为 了 给 512 个 状态 的 每 个 状态 提供 一 个 类 似 的 简便 计 值 方法 ， 

我 们 将 需要 一 些 另 外 的 补充 材料 . 再 -次 设 8 为 二 组 中 的 两 组 已 完 

全 抹 掉 的 状态 . 我 们 现在 要 介绍 在 S= {zx,y} 上 进行 的 出 格 游 戏 , 其 
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9- 4270202. 


玩 浅 是 两 轮 均 由 A 来 选 数 ;至 于 在 S= (ry! 上 玩 的 出 格 游 戏 , 其 
意思 是 A 仅仅 在 第 一 轮 中 选 数 ,而 在 余下 的 两 轮 中 猜 数 . (2,9) R 
格 值 是 -- (2 +9?) / Coty) Ti (eey 2) AS h EE 
ra aED ar) Ete), 
直截了当 地 说 ,最 后 一 式 告诉 我 们 
(14,2,3} 的 出 格 值 是 305 二 2. 948484848, 


124313 , 
{4,5,6) 的 出 阁 值 是 gats 二 6- 787 496587, 


4185793 . 
{7,8,9} 的 出 格 值 是 389640 二 10. 74271892. 


现在 我 们 业已 具备 对 任 一 状态 快速 求 值 的 一 切 必 需 知识 . 例如 ， 
RPE S= {1,2,3,5,6}. 一 种 较 好 的 游戏 进程 如 下 、: 
A 选 便宜 ， B 选 便宜 ， A 选中 档 ， B 选 便 宜 。 A 选中 档 ， 
两 位 局 中 人 也 可 同意 照 如 下 方式 进行 ， 
A 选 便宜 ， BRER. AYER, 8B 选中 档 ， A 选中 档 . 
这 样 ,我 们 断言 ,8 的 值 可 按 如 下 方式 计算 : 
{1,2,3) 的 出 格 值 十 {5,6} 的 出 格 值 
973 61 857, 


ae 330 Íl = 一 330 一 一 2. 5969696. 


最 后 ,我 们 转向 最 佳 猜 数 策略 :假定 - -位 局 中 人 要 从 一 个 三 数组 
(any sz} HEHE. 令 abse 分别 表示 S— {x} S— drh 3 一 {z} 的 值 ， 
显然 , 另 -- 宜 局 中 人 的 最 佳 狂 数 策略 与 由 下 列 抢 阵 


Wi f- a £r—a 

| gb yb y— b 

L :一 z-e -一 和 一 人 

所 决定 的 博弈 中 ,第 一 人 的 最 优 策略 是 - 伍 的 . 
所 以 这 位 局 中 人 应 当 


Poses re 4 B , 
ABRs pT aT gay ere a) +2(2+b--a) FR x; 
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AMR py athe) +y(zt+a—c) FR z. 


类 似 地 ,如 果 一 位 局 中 人 从 一 个 二 个 数 的 组 中 选 出 一 数 ,而 a,5 
分 别 为 S~ {x},S--{9} 的 值 , 则 另 - -位 局 中 人 的 最 佳 狂 数 策略 相当 
于 第 二 位 局 中 人 在 下 列 窍 阵 博 弈 


pena 
中 的 最 优 策略 . 这 就 是 说 ,该 局 中 人 应 以 
ret atb) SiR x, 


三 以 概率 


aap b)+2(yta—b IJR y: 


Rr EA b) FR y 


原 注 ， 此 文 引 自 技术 报告 SOCS —79. 3. 
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随机 独 法 跳 问 题 ,怎样 使 孩子 多 读 一 些 


O AAEREN 
CO RH- 贝 伦 十 特 (David Berengut) 


hn ate Rem AMMEN gee te ee 


AIA PE FE O WER E BEAT K CR ,转嫁 旋 ,或 分 发 
ABE LE PAL BS Tb et RED LG] — Pe D a PR A T eb tA a 
SE. Ee Ea E 28) A É a E a dC EB 
WBE BEAR AR "BE RE HD, FB ee FO PPS i Sk CONE AE Ki 
子 游戏 中 ). FEO RR tT AOA TE EERE Ao 8 OA TE — 
BE BL TED EX Te Bee. 作为 PRR ETT SK RIEK RRA SE 
特性 有 着 相当 沙 厚 的 兴趣 , 远 不 下 只 有 五 分 钟 热度 . 

这 篇 文章 起 源 于 一 个 戴 维 * 充 拉 纳 (David Klarner) $8 1s 49 FR AY 
问题 . 一 位 低 年 级 教师 没 计 一 种 随机 性 的 小 该 独 脚 跳 游 戏 , 旨 在 提 
高 她 班 上 学 生 的 阅 贝 兴趣 - 棋盘 上 画 着 一 条 姑 空 格 ,并 有 各 上 月 分 开 的 
起 论点 - 在 一 些 格子 中 载 有 指令 ,要 求学 生 去 做 各 式 各 样 的 说 读 练 
了 习 , 其 他 格子 则 完全 是 定 白 - 每 位 学 生 都 要 在 棋盘 上 轮流 地 行 瑟 ,他 
们 的 移动 步 数 则 完全 取决 十 一 校 经 过 "修正 ”的 蜗 子 ,其 表面 只 有 两 
个 1 点 ,两 个 2 点 和 两 个 3 点 (因此 移动 的 格子 数 只 能 是 ! 格 ,2 格 
或 3 格 , 它 们 的 出 现 都 是 等 可 能 的 ). 如 果 学 生 正 好 停留 在 载 存 损 令 
的 格子 上 ,他 就 一 定 要 去 做 合适 的 阅读 练习 . 

由 于 引进 了 机遇 因 泰 (怎样 才能 控制 搓 能 子 的 结果 ,同样 是 一 个 
饥 有 兴味 的 挑 成 ), 这 位 教师 极 此 成 功 地 抓 作 了 学 生 的 注意 力 . 教师 
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提出 的 问题 如 下 : 为 了 使 她 的 学 生 阅 读 的 期 望 数 最 多 ,她 应 当 在 哪 
些 格 子 上 放 入 指令 ? 在 所 提出 的 这 个 问题 中 ,当然 焉 含 着 一 个 假设 ， 
印 横 舟 上 的 格子 数 以 及 陪读 作业 的 数量 都 是 固定 不 变 的 ， 


从 语言 过 渡 到 数 


解决 许多 数学 问题 的 钥匙 在 于 简单 而 正确 地 把 问题 算式 化 . 本 
问题 在 很 大 程度 上 也 是 如 此 . 由 于 在 ` 般 情况 下 求解 数学 问题 道 常 
要 比特 殊 情 况 更 为 容易 一 些 , 所 以 我 要 让 棋盘 上 的 格子 数 与 阅读 练 
习 的 个 数 都 取 成 任意 数 ,并 用 字母 4 与 :分别 代表 这 两 个 数 其 . 

在 解决 任何 问题 时 ,首先 我 们 必须 确切 知道 问题 究竟 是 说 些 什 
迄 东 西 .那么 ,所 谓 “ 要 加 以 实施 的 头 读 作业 的 期 望 数 "究竟 意味 着 什 
么 ? 随机 变量 的 期 望 值 在 概率 论 中 是 一 个 已经 标准 化 的 概念 一 一 要 
而 言 之 , 它 是 随机 变量 各 个 可 取 值 的 概率 加 权 平 均 数 - 如 果 了 表示 
棋盘 上 一 次 假想 运行 中 所 要 和 做 的 作业 数 , 则 了 是 一 个 随机 变量 ,可 
LARK 6 到 # 之 间 的 任何 整数 值 , 并 以 一 定 的 概率 (目前 尚未 确定 出 
来 ) 取 其 中 的 每 一 个 值 . 令 PC 表示 卫 取 了 值 的 概率 ,这 里 j 是 0 与 
t 之 间 的 任 一 整数 , 刘 7 的 期 鹿 值 可 记 为 (7T), 由 下 式 给 出 : 

五 (了 ) 一 0。P(0) 十 1。P() 十 … 十 上 一 1)。PC 一 1) 十 4 PO. 

从 起 点 开始 ,依照 自然 数 闫 序 来 标记 棋盘 上 的 格子 是 比较 方便 
的 , 即 在 紧 接着 起 点 的 第 一 格 记 作 1, 第 2 格 为 2, 以 此 类 推 ,直到 最 
后 一 格 记 作 .令吉 ,iz，…s 刀 按照 递 升 顺序 ,表示 其 中 载 有 作业 指令 
的 格子 番号 . 这 样 一 来 ,对 此 种 游戏 的 任意 一 局 而 言 ,7 的 值 就 是 在 
集合 (it 村 中 游戏 者 所 普 驻 足 过 的 格子 数 . 这 里 ,一 种 方便 的 数 
学 手段 是 利用 所 谓 将 示 变 重 , 按 照 某 一 特定 事件 的 发 生 与 否 , 它 只 能 
取 1 或 0 值 . 对 本 问题 来 说 ,如 果 石 是 游戏 者 驻足 于 格子 六 这 一 事 
件 的 指示 变量 , 则 当 该 游戏 者 在 游戏 进行 过 程 中 确 曾 驻足 在 格子 : 
上 时 , 就 等 于 1, 如 果 他 并 未 停留 在 此 格子 上 , 则 五 等 于 0. 按照 同 
样 的 方式 ,可 仿 1; 为 游戏 者 驻足 于 格子 记 这 -“… 事 件 的 指示 变量 ， 
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seeen 以 此 类 推 , 直 至 1, 为 目 . 于 是 ,很 明显 ,十 I; 十 … 十 1 即 可 简单 
而 明确 地 表示 在 游戏 过 程 中 ,游戏 者 曾经 停留 于 含有 作业 指令 的 格 
子 上 的 次 数 ,我 们 把 这 个 数 称 作 T. 

于 是 ,计算 7 的 期 望 值 就 相当 于 计算 a a 
在 此 场合 ,我们 要 利用 数学 期 望 的 一 项 基本 性 质 : 丢 药 期 望 值 等 于 期 
望 值 之 和 .《〈 例 如 : 某 地 … 年 中 雨天 的 期 望 数 于 该 地 一 月 份 雨天 的 期 
望 数 , 加 上 二 月 份 的 ,三 月 份 的 ,等 等 . ) 如 用 记号 表示 , 则 如 (7) 等 于 
BCU A+R + ee HEC). f 

那么 ,我 们 将 如 何 计算 EC(n), 能 否 举例 说 明 一 下 ? 由 期 望 的 定 
义 可 知 ,BC 可 由 0。P(0) 十 1 - P(1) 给 出 ,上 式 实际 上 就 是 P(1)， 
P(1) 是 五 取 1! 这 个 值 的 概率 , 即 游戏 者 停 在 格子 六 上 的 概率 . 同样 ， 
B(z) 即 是 游戏 者 停 在 格子 如 上 的 概率 ,等 等 . 如 果 我 们 以 p 表示 游 
戏 者 停 在 格子 : 上 的 概率 ,此 处 i 从 1 到, 则 我 们 可 以 写 出 下 式 

ECT) = pa 十 pe 十 … + pie 

于 是 ,问题 就 变 成 怎样 去 求 出 mypz,…，,a 的 值 . 一 旦 有 了 这 些 
数据 ,我 们 就 可 以 解决 那 位 教师 的 问题 :合理 地 挑选 布置 作业 的 格 
子 , 以 使 得 8(7)} 最 大 . 显然 ,它们 就 是 + 个 格子 ,其 祖 应 的 值 是 在 
所 有 的 popon ope 中 的 上 个 最 大 者 - 其 结果 是 :教师 应 该 选择 t 个 格 
子 ,在 其 上 布置 作业 ,这些 格 子 是 游戏 者 最 有 可 能 在 其 上 驻足 的 - 

然而 ,要 决定 它们 究竟 是 哪些 格子 ,这 可 不 是 一 个 轻而易举 的 问 
题 . 为 了 说 明 解 法 ,我 往 先 考察 一 个 较为 简单 的 问题 . 


一 个 较 简 单 的 问题 


设想 游戏 规则 稍 有 改变 ,在 棋盘 上 的 每 步 移动 只 能 走 一 或 二 格 ， 
由 抛掷 一 枚 钱币 来 决定 - 在 这 种 情况 下 ,我 们 能 将 算出 在 人 等 一 个 格子 
上 驻足 的 概率 popeo p WE? 

自然 ,Pp 的 计算 是 太 容 易 了 , 它 正好 是 第 一 步 走 一 格 的 概率 , 即 
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六 .现在 ,六 是 停留 在 第 2 格 上 的 概率 ,这 可 以 通过 两 种 不 同方 式 来 
达到 ， 第 - 步 走 两 格 , 或 者 第 一 步 与 第 二 步 各 自 走 - - 属 . 第 一 种 方式 
的 发 生 概 素 是 志 , 而 第 二 种 方式 的 概率 正好 是 两 次 连续 扫 禄 钱币 时 
出 现 两 个 反面 的 概率 . 由 十 钱币 的 抛 毛 是 相互 独立 事件 ,于 是 乘法 原 


理 告 诉 我 们 ,这 -概率 不 过 是 第 -一 次 出 现 反面 的 概率 与 第 二 次 抛掷 


出 现 反面 的 概率 之 乘积 ,也 就 是 于。 也 一 于. 由 于 抵达 第 2 号 格子 只 
有 上 述 两 种 不 同方 式 ,因而 ,驻足 于 2 号 格子 的 总 的 概 素 ps 是 以 上 
MeZ +. 

BARRIER RAE EAIA H IN A PT AERE E H APT 
po BL BSA AP» iE ERE LAR PR A HE YF 
SLT eM AS CM AR SI GF TG DMT AO Fo 
巧妙 地 回避 . 那 就 是 ,按照 一 种 递归 方式 来 计算 各 个 » 值 


递归 方法 


假定 我 们 要 去 计算 ns, 即 游戏 者 驻足 于 格子 i 上 的 概率 ,而 ;大 
F 2. 把 棋子 带 到 格子 ， 上 的 任意 -着 必然 来 自 第 ;一 2 号 或 1 一 1, 号 
HT- ae HART PARE Dy sh Oy aE 
， 游 戏 者 到 达 了 第 :一 2 号 格子 ,下 一 步 移动 2 格 ( 宅 
er i 一 1 格 )， 
2， 游 戏 者 到 达 第 i 一 1 号 格子 ,下 一 步 移动 是 前 进 ! 
格 ( 见 图 1)- 
HFH f 的 相 维 移动 是 ACE ATER I ET i 
的 概率 应 等 于 停留 在 第 i 一 2 号 上 格子 的 概率 (p- 9) 与 其 下 一 步 走 2 
桩 的 概率 二 之 乘积 ， alyas ES 2 条 途径 刘 达 的 概率 是 


Je LEG AB ETB oH AY EE OD ET Dat pan 由 此 


63 


PEER 
可 知 ， 在 序列 Pisza Bs 中 ,从 第 三 项 起 ,每 一 项 的 值 是 其 前 面 两 项 


的 平均 数 ! 
| i-2 | i-l 
图 3 
氢 达 第 ; 续 格 于 的 防 种 不 闻 方 式 . 
ey 111 3 5 、 
EMI = Som pM REE ma yti) Bg 通 
过 此 种 方法 ,我 们 能 够 速 门 地 算出 a =e) we =) 等 等 -当然 


ERR 1 OT TD peo 的 值 . 那 就 得 把 新 商 19 A p {Le Tp E 
这 对 手 算 米 说 , 林 免 太 繁 复 了 .我们 能 和 否 对 任 一 i, 给 出 一 个 直接 计算 
的 公式 呢 ? 答复 是 肯定 可 以 的 . 实际 上 ,计算 pp 的 公式 简单 之 至 ; 


-~2+3(-4) 
aa aaa 2} 


i oy Ap eae Mearns 2097152 
| 附带 说 一 句 , 它 将 告诉 我 们 po = TIETE 


从 递 推 关系 式 得 到 这 个 公式 是 一 件 相当 简单 的 事情 ,我 们 首先 
观察 到 下 述 简单 事实 :两 个 数字 的 平均 数 必 定 介 于 这 两 数 的 正中 
间 . 是 ,在 p > 与， 的 当中 ,因此 ,p 5 p 的 差 就 绝对 值 而 言 ， 
FF poi 与 mn-* 之 差 数 的 一 半 . 易 知 差 数 在 符号 方面 是 一 正 - 反 的 . 
Ade BRIER p p-o WIH ISAT = — Fede BME RE IIH 
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示 于 图 2 中. 
i-2 i-l i fei 
E 2 
各 个 相继 值 之 间 的 关系 . 

反复 应 用 关系 式 d= — Dan RIH a= — ba =—t 
(一 经 中 -一 (一 二 eo Ba SF pn — ht. Bi 
4 等 于 于 ( oy) ， 妈 (一 去 ) ees RR Pea. B a 可 以 记 作 

Cp — paw) + (pi-i P 2) 十 … 一 《Pa -- P) +p 


或 4 二 4- 十 … 十 由 十 ph 通过 直接 代入 ,可 以 算得 n 等 于 { 一 立 ] + 
(— 3) etha) 十 到 利用 热 知 的 几何 级 数 有 限 项 求 和 公式 
即 可 求 出 其 结果 

paz tgl g) 在 表 1 中 给 出 了 前 面 12 A p OB. 

此 时 ,可 以 观察 到 -- 衬 有 趣 各 实 , 即 值 序列 有 规律 地 环绕 着 三 
这 个 数 进行 振荡 , 当 人 们 洛 荐 该 数列 前 进 时 ,振幅 将 会 越 来 越 小 . 其 
次 ,有 奇数 下 标的 子 序列 mm,m,…' 单 调 递增 地 趋向 极限 信子 ,而 其 
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ERTIES pes pas Po，… 则 单调 递减 地 趋向 同一 极限 值 . 由 此 可 见 , 最 
大 的 ? HE ,次 大 的 是 nm 等 等 ,以 此 类 推 ;而 最 小 的 ? 值 是 ,次 
小 的 是 po 等 等 . 


本 游戏 的 简化 模型 中 前 十 二 个 慨 率 值 p. 


现在 我 们 已 经 可 以 答复 这 位 教师 的 冶 题 (至 少 对 本 游戏 的 简化 
模型 来 说 ). 为 了 使 期 望 的 作业 数 最 多 ,应 当 把 作业 布 轿 在 偶数 的 格 
子 电 , 从 第 2 格 开 始 ,一 直 序 贯 地 布置 下 去 ,直到 发 生 以 下 师 种 情况 
之 时 为 止 . ca) 所 有 的 作业 都 已 布 冯 完毕 . (b) 已 经 到 了 棋盘 的 终 
A. TEONA PHE HE ,余下 来 的 作业 应 放 在 未 占据 的 空格 ( 即 奇 数 番 号 
的 格子 ;中 ,从 末尾 开始 , 按 相反 的 顾 序 进行 . i 


安排 得 体 , 获 益 多 少 ? 


作为 一 名 带 有 应 用 偏好 的 数学 工作 者 ,我 想 知道 把 作业 指令 最 
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HVAWR GE SHERTSR-—2 


epee tate SUG AES > WE Wb $d UR FR E 

| CER BS A YL Be 5 IRA A PU BEE EE PE 
An EARE -下 就 行 ) 之 间 ELBE ERRELE oe 
用 - 些 极为 简单 的 代数 , 即 可 给 出 问题 的 答案 . 其 结果 取决 于 CB 
车 上 的 格子 数 ) 是 否 至 少 为 并 作业 的 个 数 ) 的 二 倍 , 如 果 n2, E 
案 是 (1 一 1 9/3 或 (1 一 4 -73. 不论 或 5* 有 多 大 ,这 个 数 决 不 能 超 
过 广 , 在 绝 大 多 数 情况 下 ,此 数 非常 接近 十 地. 营 如 说 ,如 果 一 其 有 5 
个 作业 ,棋盘 上 有 10 EREL f 则 在 最 优 布 党 法 中 ,作业 的 期 户 
数 为 3. 4443, 而 在 最 差 布置 法 中 ,期 望 数 是 3. 1113, 两 者 差 数 为 
0. 3330( 确 切 地 说 是 341/1024). 虽然 这 个 差 数 看 来 似乎 无 足 软 重 ， 
但 苦 反复 进行 这 种 游戏 , 它 就 会 显得 越 来 越 重要 . 例如 ,假定 一 个 30 
但 级 的 每 位 学 生 都 来 做 -次 游戏 ,那么 最 优 布 管 法 与 最 差 布 嘲 法 
之 问 的 差别 就 大 致 相当 于 10 个 外 加 的 阅读 作业 能 否 执行 


原先 的 问题 


在 解决 了 较 简单 的 问题 之 后 ,让 我 们 尝试 一 下 ,把 同样 的 办 法 应 
用 到 这 位 教师 原来 提出 的 问题 ,也 就 是 ,允许 走 一 格 ,二 格 或 三 格 的 
情况 . 通过 同样 的 论证 法 可 以 得 出 一 个 递 推 关系 式 . HT, KARY 
为 也 二 《pi 二 Bz 十 2-3)/3( 当 i 大 于 3 时 ). 为 了 把 计算 贯彻 下 去 ， 
我 们 需要 算出 ,pos 与 pe 显然 ,P 等 于 二 , 走 到 第 2 格 只 有 两 种 可 能 
th RRR ERI, BARE - 格 , 因 此 pr 等 于 
at G) BUG GRU 3 格 有 四 种 方式 : 1) 一步 走 HC) - 步 
走 2 格 ,下 一 步 再 走 1 格 ;(3) EL, KPA DSS 
都 各 走 ! 格 . 由 此 可 见 mo BTS + (| + y) 3p RAR, 
圭 加 上 这 三 个 初始 值 ,就 能 使 我 们 得 以 在 原则 上 算出 任何 -个 zx. 在 
表 2 中 给 出 了 前 12 个 ? 值 . 
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2 
女 教师 原先 的 游戏 . 前 12 ARRIE p- 

但 是 ,不 像 上 述 简 单 游戏 , 要 想 从 递 推 关 系 式 推出 直接 计算 z 
的 公式 是 没有 简单 方法 可 以 遵循 的 @. 尽管 如 此 ,还 是 可 以 得 出 一 些 
有 趣 的 观察 结果 . 由 十 递 排 关 系 式 表 明 , 第 三 个 之 后 的 任 一 > 值 都 是 
前 面 三 个 值 的 平均 数 ;所 以 它 必 然 要 大 于 三 数 中 的 最 小 “ 数 而 小 于 
最 大 一 数 . 芭 复 应 用 这 一 论证 的 结果 ,人 们 可 以 断言 ,在 序列 1 pee 
…} 中 的 任意 三 个 相继 值 .其 最 大 的 一 数 必 定 大 于 序列 中 后 面 的 - - 切 
项 ,而 三 数 中 的 最 小 者 则 应 小 于 序列 中 其 后 的 一 切 项 . 这 -注解 的 直 
RERE: poron 中 的 最 大 数 ps 是 : 切 ? 值 中 的 最 大 者 ,而 这 一 数 
中 的 最 小 数 mm, 则 是 所 有 >》 值 中 的 最 小 者 . 

? 值 的 分 布 是 否 像 简化 模型 那样 ,表现 出 某 种 规律 性 ? 也 许 你 会 


O 原 注 ， 只 有 较 高 水 平 的 读者 也 许愿 意 了 解 r TRAB PA, L+ 


Clit 22} + vA 7 
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情不自禁 地 去 推测 ,最 大 的 p 值 将 按 递 降 顺 序 排列 , 即 由 子 序列 ps， 
perpos HAE ME. 可 异 实 际 情况 根本 不 是 那样 ,察看 一 下 表 2 就 会 知 
道 ,所 谓 的 规律 在 pa 的 地 方 就 章 到 化 坏 ,paz( 一 0. 5003) 并 不 是 第 四 
个 最 大 的 值 ,而 只 不 过 是 名 列 第 六 , 它 小 于 mm( 一 0. 5013) 45 pn (= 
0. 5006). 与 此 相似 ,把 较 小 的 ? 值 按 上 升 顺序 排列 时 也 看 不 出 什么 
规律 性 ,它们 是 : Die res Pay Br + Ds po: S- 

去 2 确实 在 提示 人 们 ,» 值 的 序列 收敛 于 极限 值 交 ;事实 上 ,这 
是 可 以 证 明 的 ,但 其 证 法 需要 相当 高 次 的 数学 知识 .作为 这 一 事实 的 
简单 推论 ,不 可 能 有 接连 一 个 p 值 位 于 坊 的 同一 便 . 对 此 ,我 们 可 以 
使 用 反 证 法 ,假定 真 的 有 那样 三 个 p 什 存在 , 则 根据 上 面 的 注解 ,在 
其 后 的 一 切 ? 值 都 必然 介 于 三 数 中 的 最 大 者 与 最 小 者 之 间 . 因此 它 
们 必然 要 比 三 数 中 最 接近 亡 的 那个 数 更 为 远离 动 - 这 就 与 APL 


T RETF. 

pA A ER E FRG BARLA RAAE p 值 位 于 
也 的 同 侧 . PR et TRAE RA O ETETE. 表 3 给 出 
了 前 面 25 个 » 值 的 振荡 情况 . 


3 i 


人 对比 05 = 二 


i 


名 对比 0.5 


前 35 个 了 值 在 0.5 的 上 下 位 帝 . 十 表示 在 上 , -表示 在 下 - 


现在 设想 我 们 要 把 已 学 到 的 知识 用 于 以 上 的 特定 例题 . OA 

五 个 作业 要 安排 在 棋盘 上 ,而 横 盘 上 至 少 有 十 一 格 , 则 最 好 的 安排 法 

是 第 3,6,8,9,41 格 ,这 将 给 出 微 作业 的 期 望 值 2- 6127, 与 此 相反 ， 
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最 坏 的 安排 是 放 在 第 1,2,4,5,7 格 ,给 出 的 相应 期 望 值 为 2. 2226. 
好 、 坏 之 差 是 0. 3901, 有 趣 的 是 ,这 一 差别 要 比 简 化 模型 的 好 、 坏 差 
别 为 大 . 
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这 个 问题 表明 ,种 解法 的 某 些 方面 可 以 推广 到 一 切 场合 ,而 某 
些 方面 却 只 局 限于 所 考察 的 特定 问题 . 对 p; 导出 递 推 关系 的 论证 对 
本 游戏 的 各 种 变化 形式 都 是 有 效 的 ,但 解法 的 具体 模式 则 要 强烈 依 
赖 寺 可 能 的 走 法 究竟 有 多 少 种 . 当然 ,两 种 最 常见 的 随机 独 脚 跳 游戏 
(可 允许 走 1 格 至 6 格 或 2 格 至 12 格 ) 在 这 里 并 没有 触及 ,但 读者 们 
现在 也 许 已 处 在 能 藉 助 计算 机 加 以 分 析 的 有 利 地 位 . 

读 通 这 篇 文章 之 后 ,再 走 他 自己 的 路 ,读者 们 也 许 能 得 到 推广 其 
结论 的 乐趣 . 说 到 底 , 只 知 工作 而 不 民 玩 页 ,再 聪明 的 孩子 也 会 变 笨 ! 
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a rinn sarte PIATE pe > Lr rT A S A e 


超声 加 利 福 尼 亚 大 学 
i APM + W + RH 4 (Solomon W. Golomb) 


SMP Oe ie EARLOBE YEMEN RE IE MALLE AERO EOE OO I EES 


众所周知 ,-- 个 圆 恰 能 被 入 个 与 它 同 样 大 小 的 圆 坏 绕 ( 见 图 1)- 
一 般 地 说 ,半径 为 s 的 x 个 等 加 可 以 密 合 无 间 地 环绕 一 个 半径 为 7 
DA. 这 里 ,# 之 3, 根 据 初等 下 角 学 ,我 们 有 如 下 关系 式 ( 见 图 2) 


in = s 
S1 et ee 
n r+s’ 


i 由 此 一 af ese 闻 .一 1] ; 


Ms 2 
环绕 一 个 给 定 圆 的 4 个 等 图 ,x 二 7 的 情形 . 
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一 个 贺 的 周转 环绕 着 六 个 等 轿 . 


MESS} 


WR ERREA r= 1, US n Rs 递减 ,如 表 ! 所 示 . 


6. 46410 一 3 十 2 
2.4142] 一 1 十 2 
1. 42592 
1. 00000 
0. 76642 
G. 61991 
0. 51980 
0. 44721 


x 1 
BS FMM ORE «Kg n PE. 


3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


一 
© 


我 们 下 面 将 研究 内 圆 与 环绕 它 的 ”个 圆 的 半径 可 以 各 不 相等 的 
情况 ( 见 图 3). 当 人 们 手中 有 一 系列 大 小 不 等 的 图形 硬币 ,企图 用 若 
干 个 硬币 环绕 一 个 硬币 时 ,就 会 遇 到 这 个 问题 . 首先 ,我 们 要 对 4 个 
圆 密 合 无 间 地 环绕 一 个 给 定 圆 的 提 法 给 出 一 个 确切 的 定义 . 
定义 C* PAR n AE CC 0, 害 切 环绕 ,如 

果 每 个 圆 6; 才 外 切 于 OC ,用 又 与 Co 及 Car 分别 外 切 的 

话 (各 下 标 作为 模 * 的 同系 看 待 ). 

设 周 围 各 贺 的 半径 为 Tys Pas tee Pas UR E H c* 的 半径 有 
无 -个 简单 公式 去 计算 ? 

令 人 惊讶 的 是 ,a>3 时 ,被 包围 之 圆 的 大 小 不 仅 取决 于 周围 环 
绕 诸 圆 之 半径 ,而 且 与 各 圆 的 相 邻 顺序 有 关 . 一 般 来 说 ,给 定 4 个 外 
EE URBA RRA, TER O DI 种 ,取决 于 外 围 诸 辑 的 排 
列 顺 序 . (事实 上 ,如果 外 转 诸 男 的 半径 是 * 个 代数 独立 的 实数 , 则 被 
包 图 的 内 加 半径, 确 可 存在 上 (x 一 1)! 个 不 同 的 信 . ) 外 国 诸 贺 在 先后 


频 序 上 的 重要 性 ,我 们 在 图 4 中 作 了 例 示 . 
在 图 4 中 ,图 04 与 0; 的 大 小 相同 ,可 是 Ci AEE O S C 
间 FRE CMR SER. 然而 Ce!' 却 被 放置 于 Ci Geez, 
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对 包围 C* 的 任务 无 所 页 献 . SRE C* 稍为 放大 一 点 , 它 将 迫使 C 
E Co 分 离 , 然 只 ,尽管 如 此 , 它 所 起 的 作用 仍然 没有 当 与 它 相 邻 的 两 
圆 大 小 和 它 比 较 接 近 时 来 得 大 1! 


图 4 
-个 圆 被 七 个 不 柑 等 的 圆 密切 包 闭 . Wc. 与 Cu 大 小 相等 ,但 在 包围 个 
时 所 起 的 作用 极 不 一 样 . 


OO Qeads OO 
G c 


图 5 
将 "个 不 等 圆 放 帝 于 直线 上 的 轰 大 化 与 极 小 化 策略 、 


粗略 地 疯 , 如 果 外 赎 诸 圆 的 大 小 尽量 接近 , 则 被 围 的 内 圆 半 答 将 
有 可 能 是 极 太 策 . 反之 .如果 和 外围 诸 凡 的 太 小 相差 惹 殊 , 则 内 圆 半 答 
将 有 可 能 是 极 小 . 如 果 我 们 的 任务 足 只 要 求 把 ”个 圆 沿 直 线 排 成 一 
事 . 则 极 大 化 PE EARE TN T 5). (直线 可 视 为 - 
个 县 有 无 限 长 六 答 的 内 回 : 它 当然 木 可 能 被 个 数 有 限 、 大 小 有 限 的 贺 
所 紧密 包围 . ) S(T DL ea asin F Cis Cas Cayce Crs EL 
ROK PEAR ar Dery erate Sr, 

HE. WR Cob TSE CoC Ct PRS ABS DB, OAR AN ay 

8l 


说 法 是 尚未 明确 定义 的 . 不 过 ,我 们 眼下 将 不 考虑 这 一 极端 情形 的 极 
小 化 问题 . 

至 于 怎样 放 署 * 个 外 圆 ,使 被 围绕 的 内 圆 半径 最 大 的 何 题 ,图 6 
提供 了 -个 经 验算 法 .从 C 起 ,一 个 方向 是 Or Oa Coste , 另 一 方 
向 则 为 G3,Gs,07,……. 使 内 圆 C" 的 半径 最 小 的 一 个 经 验算 法 则 如 
”图 7 所 示 , 从 C1 BR PALE Crs 02 Coa Cu Cua Ce ,而 另 一 
方向 则 是 Cai CsrC, asCar€y poten 之 所 以 称 之 为 经 验算 法 ,是 因 
FORT TA) Ci, Ca, Cs, "半径 的 各 种 可 能 选择 ,这 其 个 算法 的 极 
值 性 质 还 没有 被 满意 地 证 明 或 推翻 过 . 


7 
使 ”半径 最 小 的 经 验算 法 . 


在 z 一 3 的 情形 ,除了 欧 氏 刚 
体 运 动 ( 旋 转 , 反 射 , 平 移 》 之 外 ， 
仅 有 一 种 办 法 来 配置 三 个 圆 C)， 
Cz,Cs 使 之 互相 外 切 ,而 这 样 也 就 
唯一 地 禾 定 了 被 包围 的 圆 4* 的 
半径 ( 见 图 8). 设 C1,Cs,03 的 半 

Di 径 分 别 是 a,p:e, 则 圆 C0* RARE 

g 可 由 下 式 表 出 : 

外 围 三 圆 唯一 地 确定 了 CC 
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é abc 一 
ab + be + ca + 2./fabela + bF c) 
4 二 4 时, 如果 圈 CCC Cs EBSA, MWA SU D1 
= 3 种 实质 不 同 的 方式 来 包围 内 贺 C" ,如 图 9 所 示 . 


9 
n= 4 Rf, 二 种 实质 不 同 的 配置 预 序 、 


我 们 米 讨论 外 围 四 圆 中 只 有 两 种 相 蜡 半径 的 特殊 情夫 . 设 加 
Crcs WEAH a; CaCa 的 半径 为 5, 此 时 , 仅 有 的 两 种 不 同 配 置 方 
式 , 见 图 10 所 示 - 


第 1 种 情形 


图 10 
由 半径 为 a 的 两 圆 与 半径 为 8 的 两 区 色 围 一 个 内 圆 的 两 种 不 同方 式 . 
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在 第 工种 情形 ,由 毕 达 基 拉 斯 定理 ,我 们 有 a H by c ary 
+ (b -+ 7)? ,由 此 得 2ab = 2ar + 2br 4+ 2r? BU r? + la + br — ab = 
0 ,于 是 由 二 次 方 称 求 根 公式 ,得 
_ va? + bah FH — (a +d) 
> . 
对 a,5 的 某 些 整 数值 可 求 得 + 的 整数 值 . OO (3,2) =1,7010.39= 
2,7(12,5) 一 3 等 等 . (它们 与 毕 达 哥 拉 斯 一 数组 的 关系 如 下 : 若 ra, 
b) =r, i] Hra 二 74 十 她 是 毕 达 哥 拉 斯 三 数组 ,这 可 由 图 10 的 第 
L 种 情形 得 到 说 明 . 反之 ,如 (4,B,C) 是 一 个 毕 达 哥 拉 斯 二 数组 , 即 
下 十 好 二 局 得 到 满足 , 则 我 们 可 得 出 情形 1 的 不 定 方程 的 解 :a = (4 
—B+-O)/2,6= (--A+B4+0)/2,7 =(A4B~0)/2.) HAR 
的 是 .半径 为 1 的 一 个 硬币 得 以 被 两 个 半径 为 2 的 硬币 与 两 个 半径 
为 3 的 硬币 紧密 围 住 ,只 要 把 它们 按照 柑 10 的 第 1 种 情形 配置 ; 另 
-方面 ,如 果 它 们 按 第 工种 情形 配置 ,那么 虽然 看 上 去 也 像 密 合 无 
间 ,但 我 们 将 可 以 证 明 ,实际 情况 并 非 如 此 . 
对 第 T 种 情形 > k = h + he ,由 毕 达 哥 拉 斯 定理 得 
hi = (a + RY — e = 2a + Rè, 
h = (b+ RY O b = DRA R, 
Fa Sh ATT EE RSE E BAR BS CEA k, WAT =~ Ca + 8)? — (a — bY 
= dab ,于 是 7 
dab = K = (hy + h)” = hi + AG + hiho = 2CaR + OR + RH hh), 
由 此 ， hiha = 2ah — (aR + bR + BR), 
(2aR + R?)(2bE + R?) = hih = C2ab ~ (ak + bk — R?))?, 


nA _ f 2ab \? 
(Qa 十 R)(% F R) = (Fo atO- R), 


4a?h? 


dab + 2(a + DR 4 B= Fa + (a+b)? + R- dab + 2la HbR 
_ dab(a +b) 
. R 
R? (a? — Gab + b?) 一 dabila + 5)R + dah = 0. 
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aes. 


由 -次 方程 式 根 公式 ,可 得 


_ dabla +b) + 16076" {Ca + 6)? — (a? — Gab + B79} 
2a? 一 Bab + b?) 


R= 


BAR OAKS 0, TEA 
_ 2ab{2 ./2ab - Cat bd} 2ab 
Bab — (a Fb)? Ca +a) 十 2 /38 


由 此 我 们 看 到 ,对 于 取 整 数值 的 。 与 5, 当 且 仅 当 2a 是 完全 平方 数 


时 ,有 R 才 是 有 理 数 .特别 地 ,RC3,2) 一 一 T -= 34/3 — 5) 


= 1}. 006019- ,也 就 是 说 .: 比 7(3,2) = T ki 0. 6%. XTE 
别 是 如 此 微小 ;以致 在 实践 中 几乎 不 为 人 注意 . 然而 , 当 比 值 a/2 递 
增 时 , 比值 R/ r 也 递增 . fal om. (10,3) = 2, 而 ROO, 3) = 

a Sia /15 — 13) = 2.10586 ,也 就 是 说 ,内 圆 Cc* 的 
13 十 4.v15 
半径 RR 比 r 莽 不 多 要 增 大 SK. 

SiC’ 被 一 个 半径 为 5b 的 圆 与 个 半径 为 a 的 圆 紧 窗 包 图 
时 ,外 围 诸 圆 的 排列 顺序 不 会 影响 圆 C 7” 的 半径 . 当 za 一 2 时 ,这 是 一 
TURAE GORAI FEH. 其 一 般 情 形 是 ,半径 为 > 的 贺 0" 被 半径 
依次 为 a,5,e 的 江 个 避 所 紧密 包围 .这 在 前 面 已 提 到 过 ,而 在 文献 
[C1] 中 有 详细 推导 ,这 种 一 般 情形 下 的 公式 为 

abe Sa 

十 站 十 后 十 2 Vm fhe) & + 2/55 

HS, sa t+ hbte, S, = abt be + ca, S; = ahe E a,b, ALAR 


BHT PRL 
在 我 们 这 个 特例 中 ,e 一 c, 当 然 旦 更 加 简单 ,并 能 满足 
Otn yoy 
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图 11 
被 两 个 半径 为 = 的 区 与 -个 半径 为 5 的 而 紧密 包围 的 回 . 


图 11 告诉 我 们 : 
la + r)? = a? + zt, Ca + hb) =a 4+ G@4+r4 4) 


于 是 ， r+r {b= /2ah + 8, 
其 中 r = f/2ar+r*, 
RA ? 十 五 一 ~< 2ab + BE — far + Pr’, 


T? + 2rb + # = (2ab + D) + Car +r?) -- 2 ./CBab + b Gar + 7°), 
(ab + ar — rb)? = (2ab + b’) Car + 72), 
a*b? + a'r? = 2a357 + dabr? + dard’, 
(6 -- r)? = (l/a) (dbr) + r), 
a = 46r(6+ r)/ b -~ r)? 
2 与 7 W Se RT PRE CEL EHRE TA SAL HEF Rd 
Dr 之 故 . 如 果 4 与 5 的 数值 已 给 出 , 则 由 二 次 方程 求 根 公 式 可 得 
r — plat 2b) — 2 V0? F ob 
a — 4b 
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am Ab AS NEE -- 个 “可 移 去 的 奇 点 ”因为 在 此 处 * ~- El 然而 ,在 
TARTE 
OB) + 2 Ear 


a - dr 

a= dr 却 是 -一 个 真正 的 奇 点 ,对 应 于 boo. 如 果 设 7 二 1.9 一 4, 我 
fA 12 中 的 3 一 4 一 5 直角 三 角形 看 出 ,三 个 是 两 外 切 的 圆 同时 也 
与 -条 直线 相 切 (直线 可 视 为 5 一 ce 的 圆 ). 


b = 


图 12 
GN EAR KAR OR BE Oe 


有 许多 取 整 数值 的 : RA Cbd ,其 中 包括 (1,2,24).(1,3、， 
I2), 5:7.420), (6,14.105) 等 等 ,它们 可 以 以 下 一 些 式 子 得 出 : 

t r= n,b at l,a = dnin + 1) (224 1); 

2. r= n,b =n + 2.0 = Zn{n + 1) 二 2); 

3. r= Qn.b = 2n 4 8,a = nfn + 2) (x 十 4) 等 等 . 

LE RIBEIRO OM S a TERA o ARKE 
(JHE 其 半径 > eee AA +. HE- a3 aA RTE the 
ET ASÈ Geen’ 我 们 将 稍为 详细 地 对 "一 3:4,5,6 的 情形 研 
讨 这 个 & 的 数值 ， 

AH 1S 中 ,我们 看 型 的 是 一 3 的 博 形 . 我 们 有 

(2a)? = 27 4- (a + 2b)? F(a + by? = 2? +B 
于 是 ，(28) 一 (a+ b) = (a + 28)? 一 如 ,由 此 而 得 a: 一 3ab — 28? = 
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0 . 利用 二 次 方程 求 根 公 式 , 可 算出 Q = a/b = (3 十 “17)72 = 
3. 5615528…. 8 


图 13 


图 14 
半径 为 上 的 …… 个 图 被 四 个 半径 为 = 的 困 与 一 个 半径 为 如 的 圆 紧密 包围 . 


?一 5 时 ,显然 Q: = a/b = 1 ,这 是 代为 它 归结 为 图 1 的 那 种 构 
形 . 可 是 , 当 n=4 时 ,情形 就 要 稍为 复杂 一 些 , 从 图 14 中 ,我 们 可 以 
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观察 到 : 

(a +o)? = HH, 

(a 二 ?=e 二， 

(2a)? = (y + 8)? + Ce — a)’. . 
FPE, r= Ve F Dab , y= /更 十 208 , a? — 2ab — bi = b E + Dab 
一 a Va 十 2a ,由 此 ,得 
3a? -- ab (a? 十 2ad) (b? 十 2ab), 

经 整理 得 Sa! 一 8a% 一 100%? + bt = 0. 所 以 Q = a/b OTR 92! 一 
8z 一 10r 十 1 一 0 的 -个 根 ,其 数值 解 是 @, 一 1. 5684897.…( 所 有 
四 次 方程 的 根 原则 上 都 可 以 用 根 式 表示 ,但 对 本 鲍 来 说 ,用 根 式 表 为 
显 式 是 过 于 复杂 了 ATAR). l 


Æ 15 
4 EB Hb -A n TERA a TEBA MRE SOB. BRA 
w= 49+ (n— ip Ith kh = cos” ET? eae + a 


4 二 6( 见 图 15) 的 情形 是 在 加 莱 . A + 福特 (Gary A. Ford) F 
1973 MAT + 加 德 纳 的 一 封 未 公开 的 信件 中 首先 作为 问题 而 提 
出 的 . Ford 补充 说 ,该 问题 是 由 排列 硬币 而 引起 (例如 一 和 角 与 二 角 五 
分 两 种 币 ), 他 同 他 在 切 里 兰 大 学 的 同事 们 所 能 做 到 的 最 好 结果 只 是 
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=m 

把 Os 表 为 一 个 十 次 多 项 起 的 根 ( 福 特 后 来 把 这 个 问题 发 表 于 路 省 理 
工学 院 的 fTechnology Review》 上 ,参看 文献 [2J). 利用 上 面 已 经 说 明 
过 的 方法 ,我们 是 耕 也 能 办 到 或 者 做 得 更 好 些 ? 更 一 般 地 说 ,对 所 有 
的 4 宇 3, 是 否 有 可 能 把 8, 表示 为 交 的 代数 或 三 角 函 数 呢 ? 我们 将 会 
看 到 ,一 般 三 角 表 达 式 确实 存在 ,由 此 可 导出 一 个 代数 方程 . 作为 其 
特例 ,我 们 将 把 O RAT 8 次 多 项 式 的 根 . 

在 图 15 中 ,我 们 可 以 看 到 ,以 为 半径 的 内 圆 中 的 一 个 平角 是 
fh 0 55 2 的 五 倍 之 和 ,此 处 一 coe! S Tf p — sin! A ,对 
一 般 的 a, 此 结果 将 是 


m = Cos 


- 2 zta 1an 
如 设 a/la 十 站 二 4,5/(a 十 站 二 82, 则 a 十 8 二 1 ,而 比值 9, 二 a/b 
= G/B , 且 有 

1. T=cos (le a) + ín — 1)sin ya 
从 实际 的 计算 方面 说 ,此 公式 已 足以 把 a( 由 它 可 算出 0.) 算 到 任意 
WE. 不 过 ,对 任 一 1, 也 有 可 能 把 方程 1 代 之 以 一 个 以 a 为 根 的 代 


数 方程 .此 外 ,也 有 可 能 导出 以 8. 一 二 二 一 为 其 根 的 代数 方程 ,因为 
E f(x) 一 0 有 一 根 为 : = a , 则 通过 真 接 代 入 ,易于 证 明 9(z) = 


(745) = 9 8H 


] 一 a 

办 法 是 把 1 式 重新 改写 为 "一 Dsin- 'a = r— cos "(1 — a), RR 

后 在 等 式 的 两 边 各 取 余 蓄 , 即 . 
cosf (ln -一 L)sin7'a) = cosfz — cos 一 0)] = a — l. 

A sina = 2 , 则 大 家 知道 , cos(x 一 1)z 是 cosz 的 一 个 n 一 1 次 多 项 
st. H cosz = coslsin-!a) = 导 一 及 .于 是 ,在 最 不 利 的 情况 ,a 可 能 
是 一 个 2(* 一 1) 次 多 项 式 的 根 . 实际 上 , 若 > 为 奇数 ,对 所 有 的 as, 
Qn 满足 一 个 次 数 志 一 1 次 的 代数 方程 . 若 为 偶数 , 则 对 一 切 a, 
4, 满足 一 个 次 数 志 2(n 一 2) 的 代数 方程 . 

我 们 将 对 (已 解决 的 )a 一 3 与 一 4 进行 实际 计算 以 资 说 明 . 
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当 a=:3 时, cos2z = a — ] . 2cos*z — 1 = a-— 1, 2cos*2z = na, 2(1 
—@)=a,2e +a-2—0. ED aie fe) = 2? +27—-—2=0,F 
是 o RBE ossy) C+ a)y) = 2z- rC Hr) 201 


1 十 
+4) 2?--32—2=0 Os EAH 9 (2) = 2° — 32-20 的 一 -个 根 ,其 
48 yÈ HT aae 56155- 


AN 4 n = 4 bf, co3z= a1 , deos? — 3cosz = a— l, 
JTS PUAU e)a] n USU aly, Aa) 
(16a'— 8+ l) =la .16o 二 -16c 一 8 一 8 十 2c 一 0 . HF a = 0 
显然 不 是 - baie: 所 以 a 是 f(x) 一 8z! 十 8x* 一 4x? 一 47 十 1 二 0 
的 一 个 根 ,因而 9, 一 应 满足 方程 9(z) = f(s) = 0 , 故 有 

I +. x)'g(z) = si + Bei + 2) — trl + 2)? 一 4z(L ¢ 2) 
+ (G) + rdt = 92t — Br -- 1027 4-1 = 0, 
从 而 的 数值 解 为 Qa = 1. 568490. 

ERR 2 中 ,我 们 给 出 了 3 所 x 所 9 时 %, 所 满足 的 多 项 式 ,并 给 
出 了 相应 的 Q. 值 . 从 中 心 能 看 出 这 些 多 项 式 的 系数 模式 .na 的 奇 . 偶 
明显 地 分 别 对 应 于 大 相 径 庭 的 多 项 式 集群 . 

最 后 我 们 要 提 一 下 . 当 三 圆 两 两 外 切 并 都 切 于 一 直线 时 , 记 三 加 
的 半径 为 a,5,c 而 日 a 宇 52zc, 则 有 一 个 美妙 关系 式 ， 


F rr = 
va af b af 


OY AL AY E ER @ 的 值 
wi — 3r—2. | 3. 56155 
Get — Bek — [Oe l, | 1.56849 


ri -411 十 7 一 7r 十 ?2 - 


1. 00000 


25a'— 18827 + 236254 43611- 224— 18023 0. 73403 


9] 


mm A n 


ER) 


多 项 式 次 数 On 详 满 足 的 多 项 式 
—68x2 一 4z 十 1. 
zê — Sle 402 + 42r? — 7s? — lllz — 2. 0. 58027 


49r? 一 9562"! + 5090rl 一 30367? 一 111217 0. 48015 


+ 1800x7 + 1014026 + 420015 = 8652¢-+ 97225 


一 22223 一 12z + 1. 
z? — 5527 + 26928 + 7725 ~ 21524 -= 1]173 0. 40977 


一 17x2 十 15z 十 2， 


表 2 
的 多 项 式 与 其 值 ,3<#<<9. 


表 2 的 附注 
T 对 具有 4 十 1 形状 的 % 我 们 所 得 出 的 一 1 次 多 项 式 似乎 总 有 一 根 x 一 1 对 "一 
5, 这 对 应 于 85 二 1. 然而 ,对 a 一 9,13,17,@, 所 满足 的 方程 ,其 次 数 却 是 所 一 2， 
2 对 *>#, 这 些 多 项 式 没 有 一 个 已 被 证 明 为 同 约 多 项 式 , 请 注意 ,z=5 时 :该 多 项 式 
是 xz 一 上 与 既 约 三 次 多 项 式 *3 — 102? 一 9z 一 2 之 积 .n 一 9 时 ,分 解 式 是 : 
(一 1)(z? — 54rê + 20525 + 2822! 十 6722 一 34r? 一 17z 一 2). 
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@ 南 加 利 福 尼 亚 大 学 
C) Akid? = 泰勒 (Herbert Taylor) 


LR ANE I AB NEN PALMAE AME OES BTN N° AE. LEIP NE 


古老 的 橡皮 体 几 何 学 研究 那些 只 要 保持 光滑 、 完 整 ， 可 以 任意 
变形 、 弯 曲 、 延 伸 写 扭转 的 曲面 .- -个 很 有 名 的 拓扑 游戏 是 要 人 们 
想象 出 脚踏车 的 内 胎 翻 出 来 后 将 是 什么 样子 ， 据 我 所 知 ， 这 类 妙 技 
在 严肃 的 意义 上 同 数学 无 其 瓜 太 、 但 它们 可 用 来 培养 灵活 的 形象 思 
维 能 力 . 


作为 第 一 个 例子 ,让 我们 来 看 一 下 ,图 1A 的 曲面 怎样 变 为 图 
1B. 奖 求 读者 进行 想象 ,或 绘 出 一 系列 的 图 形 , 从 图 1A BAR IB, 
在 变形 过 程 中 不 获 切 割 曲 面 , 也 不 能 证 曲面 的 -部 分 接触 另 一 部 分 . 
1C 给 出 了 - -种 可 能 的 变换 系列 . 
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AP 26 Bd hE ERR -个 临时 性 的 小 润 - 我 们 不 仅 
FEE FATE PUG AUS H PL ee TET «FA A a 
翻 出 来 之 后 将 是 什么 样子 . A144 MAA 2A BB Rh 
条 ”的 曲面 将 会 变 得 极其 复 从. 为 了 叙述 的 简化 ,我 们 将 把 内部 给 成 
中 色 , 外 部 绘 以 灰色 . 我 们 将 在 曲面 上 和 暂时 发 一 小 孔 并 标记 上 洞 的 
“ 边 乡 "以 作为 变形 的 记录 . 
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ee ee OO EN OE SY RY NS So NT Fong Oe ~a. 


. 图 2B 给 出 了 一 系列 步骤 , 幕 以 表明 怎样 把 图 2A 这 个 曲面 的 
“里 子 " 翻 出 来 . 清 注意 变幻 的 决 穿 : 先 把 复杂 的 那 -部 分 缩小 ,再 使 
它 穿 过 此 酒 . 

当 洞 孔 闭 合 以 后 ,曲面 的 外 侧 将 全 是 黑色 ,而 它 以 前 曾 是 覆盖 全 
部 内 侧 的 颜色 . 用 这 种 画 法 来 说 明 把 曲面 内 侧 翻 出 来 的 办 法 ,其 优点 
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3D 


是 很 明显 的 ,这 在 图 5 中 可 以 看 清楚 . ET AULA 
球 在 变形 后 的 形状 看 得 铺 清楚 楚 , 如 同人 们 可 以 弄 清 楚 自 行车 内 胎 
的 变化 一 样 . 

最 后 的 系列 变形 图 将 说 明 图 4 那 种 套 在 一 起 的 两 个 四面 , 当 其 
中 之 一 的 “里 子 ? 被 翻 出 来 时 ,将 变 成 何 种 模样 . 

这 类 图 解 办 法 不 算 新 鲜 . 对 我 来 说 ,25 年 前 已 有 了 这 种 想法 ,对 
SE A ee BU, Pet, AR SABC IB RA KS + Le A 
$b (Dennis L. Johnson) Heit T — Pas Hh CLA 5)， 现 在 要 请 读 
者 做 一 个 轻松 的 练习 , 像 把 图 1A 变换 成 图 1B 那样 ,看 看 你 能 不 能 
把 图 5A 变换 成 图 5B. 
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© 康 奈 尔 大 学 


O 罗伯特 ， 康 纳 利 (Robert Connelly) 


设 有 一 个 封闭 多 面体 ,其 表面 是 由 几 片 扁平 硬 卡 纸 在 边 上 粘 结 
而 成 . 这 类 曲面 能 否 弯曲 自如 呢 ? 也 就 是 说 ,在 不 剥 掉 粘 胶 纸 或 扭 弯 
硬 卡 纸 的 情况 下 , 碍 面 能 徊 连续 改变 它 的 形状 ? 作为 一 个 实例 ,让 我 
们 考察 图 1 所 示 的 八 面体 - 如 果 人 们 用 硬 卡 纸 做 出 这 个 模型 ES 
得 非常 僵硬 ,不 能 壮 曲 - 然而 ,如 果 项 部 做 得 比 底部 略为 小 一 点 , 它 就 
会 秤 的 一 声 落 下 去 ,如 图 2, 而 要 散 到 这 一 点 ,人 们 必须 把 硬 卡 纸 招 
F. 不 经 畸变 ,图 1 是 不 可 能 连续 地 变形 为 图 2 的 ， 


图 1 图 2 


1813 年 ,著名 法 国 数学 家 柯 西 (Cauchy) 证 明了 任意 凸 多 面体 的 
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表面 都 是 刚性 的 . (不 言 而 喻 ,所 有 扁平 的 自然 表面 都 是 紧 绷 绸 的 硬 
卡 纸 所 制 成 - ?于 是 大 们 就 很 自然 地 猜想 ,一 切 曲 面 , 不 论 其 咎 凸 如 
何 ,大 概 都 是 刚性 的 . 不 幸 得 很 ,这 一 “刚性 猜想 ”是 错误 的 . 存在 着 一 
个 不 自身 相交 的 嵌入 多 面体 ,其 表面 可 以 弯曲 自如 . 下 文 我 将 要 描述 

- 些 由 我 发 现 的 ,并 继而 让 其 他 学 者 子 以 修正 的 关于 否定 该 猜想 的 
若干 实例 . 


曲面 的 作法 


为 了 使 读者 理解 我 们 即将 描述 的 曲面 何以 能 够 奔 曲 自如 ， 我 们 
首先 介绍 一 些 可 弯曲 竟 八 面体 ， 它 们 是 由 法 国 工程 师 R。 布 列 卡 德 
(R. Bricard) 在 1897 年 发 现 的 -这些 曲 面 确实 存在 着 自身 相交 点 , 因 
此 我 们 把 它们 看 作 是 一 些 不 可 压缩 ， 不 能 伸展 的 杆 棱 的 组 合 ， 在 它 
们 的 端点 用 柔韧 的 橡皮 节点 予以 连接 . 为 了 建造 这 些 八 面体 框架 ,我 
们 先 从 图 3 的 斜 四 边 形 dey 开始 , 在 此 四 边 形 中 , 对 边 具有 相等 的 
长 度 .于 是 可 以 看 出 在 三 维 空间 中 存在 着 一 条 直线 工 , 以 使 得 该 四 边 
形 关于 直线 工 对 称 . 换言之, 若 四 边 形 绕 着 工 转动 180"， 它 将 转变 
ABS. 我 们 把 eiez 看 作 是 作 面 体 框 架 的 赤道 ,任意 选取 不 在 对 称 
直线 LL 上 的 一 点 c, 用 棒 杆 把 。 与 每 一 个 节点 =*，5,，9 , b RREK. 
不 难 检定 这 样 的 框架 确 可 弯曲 自如 ， 我 们 于 是 把 这 种 弯曲 的 构 形 绕 
L 转动 180°, 此 时 “。 点 转 到 了 “点 ,再 把 该 弯曲 构 形 与 其 合同 框架 e 
(a'b'ab) 相连 . 这样， 其 合体 便 是 布 列 卡 德 所 发 明 的 八 面体 之 一 种 ， 
它 可 说 是 易于 制作 的 .完成 后 的 全 部 框架 见 图 4 所 示 . 请 注意 ， 如 
果 把 所 有 的 三 角形 都 “装填 ”进去 ， 则 所 得 之 曲面 将 多 次 自身 相交 . 
我 们 的 日 的 则 是 尽 可 能 减少 与 简化 这 种 自身 相交 现象 . 

在 图 5 中 我 们 来 看 另 一 种 形式 ,开始 时 ,所 有 的 棒 杆 都 落 在 一 个 
平面 上 . 对 称 直线 上 和 翟 直 于 该 平面 , 当 上 骨架 扭转 运动 时 ,各 顶点 并 不 
保持 在 平面 之 上 ,然而 ,在 开始 时 ,这 样 的 位 置 是 方便 的 . 
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图 3 图 4 


另 一 种 稍 有 不 同 的 框架 如 下 ,开始 时 ,点 a 与 位 于 图 5 的 水 
平平 面 #1 之 上 .然后 ,选取 在 平面 万 上 高 度 为 0 的 点 5 以 及 万 
EARRA o> 的 另外 两 点 cye ,要 使 得 所 有 这 些 点 在 万 上 的 正 投影 
正好 构成 图 5 的 形状 . 直线 /仍然 垂直 于 五 ,这 一 八 面体 框架 依然 
可 以 弯 扭 自如 ,而 一角 拒 wc 与 aw' 是 连 在 一 起 的 ,也 就 是 说 ,除非 
强行 断裂 ,它们 是 拉 不 开 的 . 

为 了 装填 柔韧 表 
面 ,我 们 可 从 图 5 开始 . 
我 们 并 不 是 要 把 图 中 所 
有 的 三 角形 都 用 扁平 的 
硬 卡 纸 来 充填 ,而 是 要 
把 曲面 稍为 改变 一 下 ， 
”但 是 依然 要 把 旧 框 架 中 
的 棒 村 继续 保持 为 曲面 
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的 楼 边 . 我 们 把 八 面 体 
表面 看 作 是 由 两 片 东 西 
做 成 的 一 一 一 个 底 与 一 
个 顶 . 底 的 形状 见 图 6 
所 示 ,然后 把 每 个 三 角 
形 表 面 往 下 推 ， 从 而 得 


三 角形 都 已 被 -个 无 底 
楼 所 取代 . 止 如 图 8 与 
图 8 的 表面 能 是 什 自如 
一 样 , 图 7 与 图 9 的 表 
E tH, Fe SI, SR ES 
一 种 情况 下 ,还 得 如 上 
外 加 的 顶点 ,也 就 是 说 ， 


图 6 


到 -P RUF A 7 的 新 
表面 ,此 时 ,每 个 二 角形 
BOR- TAHT, Y 
无 底 的 四 面体 (我 们 称 
之 为 - :个 凹陷 ?所 取代 . 

类 似 地 ,我 们 用 图 
3 KY Fh Bh Ze in HE AY ARTA 
面 (图 8) ,这 时 ,每 一 个 


图 8 


棱锥 的 顶点 对 其 底面 可 
作 刚 性 运动 . 
我 们 琅 着 把 图 7 与 
图 9 A LE A i 
起 来 ,得 出 图 10 BS Fh h 
m. 它 也 是 扭曲 自如 , 恰 
如 图 5 的 曲面 . 然而 ,不 
幸 的 是 ， 它 有 - -对 自身 
101 


er 


102 


相交 点 一 - s 与 s'. 图 
11 给 出 了 图 10 中 相交 
的 这 部 分 表面 - 一 点 s 
与 % 相当 于 图 5 中 的 
ELA. 

为 了 排除 s 5%, 
我 们 需要 制作 一 个 我 称 
LARBHHAE, CF 


样 由 布 列 卡 德 (Bricard)? 的 柔 亏 从 面体 演变 而 来 选取 一 个 对 边 相 等 
(de= fg ef= gi) BI F H PI HJE defo 如 图 12 所 示 , 使 线段 如 与 名 相 
交 . 在 通过 dejfy 圆 的 图 心 之 上 取 -… 点 ,并 以 同样 的 距离 在 问心 之 下 
取 一 点 如 .于 是 如 二 姑 二 好 二 稻 二 如 d 二 re 二 了 二 hrg. 这 样 来 ,框架 
h(defg) 与 k (defy) 在 连接 处 是 牵引 自如 的 .四边形 defy 实际 上 -一 直 ， 
保持 共 面 . ) 汪 和 角形 表面 hef,&f9, gdh! ef h fg. k od 的 和 集 便 是 裙 曲 ， 
它 是 一 个 八 面体 除 掉 了 两 个 三 角形 表面 ( 见 图 13), 其 边界 为 Mh'e. 
,在 牵引 过 程 中 ,从 4 到 。 的 蝶 离 保持 不 变 。 开 14 SRINAGAR 


A 
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体制 作法 . 


为 了 完成 柔 韦 牵引 曲面 的 最 后 装填 工序 ,可 在 图 10 的 昌 面 上 像 
AY 15 那样 ,在 每 个 自身 相交 点 的 周围 切割 出 一 个 小 洞 , 然后 在 每 个 
小 润 中 插入 一 个 适当 大 小 的 裙 曲 . 如 果 留 曲 位 置 安排 得 人 恰当 的 话 , 则 
所 得 之 曲面 将 不 会 有 自身 相交 点 ( 见 图 16). 由 于 加 在 神曲 中 保持 
一 固定 位 置 ,具有 褐 曲 与 两 个 洞 筷 的 曲面 将 在 接合 处 届 伸 自如 ,从 而 
整个 初 曲 面 是 可 以 扭 拉 牵引 的 , 它 的 外 形 有 点 像 图 17- 
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这 个 曲面 是 我 所 发 现 
的 第 一 个 牵引 曲面 ,但 我 
并 未 注意 到 其 结构 能 否 进 
一 步 简化 ,所 需 之 顶点 是 
否 可 以 减少 一 些 . 后 来 N 
> +H: ft FH ON. H. 
Kuiper) S RRR -KE 
JE (Pierre Deligne) 改进 了 
我 的 设计 ,得 出 了 一 个 其 
有 11 个 顶点 与 18 个 面 的 
曲面 - 他 们 从 接 在 图 5 后 
面 的 一 段 说 明 中 所 描述 的 


FER BF MH MASE 
在 局 向 上 添加 四 个 四 
陷 , 而 是 只 添加 了 一 
个 ( 见 图 18), 另外 三 
个 三 角形 依然 保持 扁 
平 状态 . 对 上 部 曲面 ， 
FUR DET P E Lh i ar 服 
{ 见 图 19, 从 两 个 着 


度 给 出 了 它 的 视图). 
当 这 些 新 的 上 、 下 出 
面 沿 其 共同 边界 粘贴 
起 来 后 ,线段 cb 将 
与 两 山峰 的 各 边 在 ca 
之 上 相交 . 由 十 ce’. 
图 18 b.b HI ME DA iA eh IX 
是 曲 向 与 其 自身 
相交 的 唯一 场所 . 他 们 继而 又 除去 ce 以 及 以 ca 为 边 的 两 个 三 角形 ， 
并 在 所 产生 的 润 筷 中 放 入 适当 大 小 的 初 曲 , 如 图 13 所 示 -. 图 13 中 的 
de 分 别 与 cn 贴 合 ,而 两 个 山 暗 之 尖顶 为 与 如 ,图 20 给 出 了 两 个 
视图 ,表明 和 将 上 、 下 部 曲面 粘贴 起 来 ,并 从 上 部 曲面 除去 ca 后 所 得 之 
物体 形状 .图 21 则 从 两 个 角度 显示 了 了 加 入 福 曲 后 最 后 所 得 之 荣 声 尚 
JER. 

最 出 色 的 是 , 克 劳 斯 ， aR SY (Klaus Steffen AAT- ARA 9 
LD FE oe S|. FE 14 a) 2 h 
的 . 它们 与 其 他 两 个 二 角形 连 在 一 起 ,如 图 22, 这 时 ,图 形 关 于 -条 
铅 直线 对 称 ,内 而 务 对 应 长 度 相等 . 其 结果 是 个 牵引 有 如 的 曲面 ,有 
HRA 23. 
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一 些 猜 想 


上 上述 各 例子 的 -个 有 趣 性 质 是 :在 把 它们 牵 拉 时 ,被 这 些 曲面 包 
围 起 来 的 体积 始终 保持 一 定 . 虽然 如 此 ,我 却 不 知道 怎样 才能 证 明 对 
任 - -可 能 的 率 引 曲面 ,体积 部 保持 一 定 这 件 事 . 

狂想 1 如 果 一 个 二 角形 化 的 多 面体 表面 是 属 伸 自如 

的 , 则 在 牵引 过 程 中 体积 将 保持 一 定 - 

甚至 更 为 令 人 惊讶 的 事情 也 可 能 为 真 . 设 上 与 疡 是 三 维 空间 中 
的 两 个 多 面体 . 如 果 我 们 得 以 把 P 分 割 为 个 数 有 限 的 多 而 体 组 件 
PP:，…'P,， 并 通过 重新 组 合 而 得 到 CEE P= PU e UPL PAPE 
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(境界 PON GRR PO tj P = PU UP PON CORR PON 
(境界 P!) ij 3} i=l, k 有 P; 合同 于 己 ), 则 我 们 就 称 P 与 pr 
是 分 割 等 价 的 ,写作 P~P'. 对 于 这 个 被 希 尔 伯 特 (Hilbert) 提 出 的 问 
题 M' 巡 恩 CM. Denn) 的 回答 是 :他 发 现 了 具有 相同 体积 的 正则 立方 
体 与 正四 面体 不 是 分 割 等 价 的 . (请 参看 马丁 . 加 德 纳 的 著作 4 数学 
趣 题 与 游戏 第 二 集 ? 第 35 页 . ) 哩 然 如 此 ,假设 Ba LR RH 
之 一 在 时 刻 i 所 围 成 的 三 维 立 体 ,]，P， 锡 特 埋 (J.P. Sydler) 得 到 的 
-个 结果 表明 对 牵 拉 时 间 区 段 中 的 一 切 时 刻 也 将 都 有 Po~ Pe AXR 
希 尔 伯 特 第 三 问题 的 一 些 很 有 意思 的 讨论 以 及 锡 特 勒 的 这 个 并 非 肤 
浅 的 结果 都 可 在 新 近 翻 译 出 来 的 波 特 扬 斯 基 (Boltianskii) 著 作 中 找到 
(Boltianskii, V. 1978 年 出 版 《 希 尔 伯 特 第 三 问题 》 纽约 ;John Wiley 
and Sons 出 版 公司 发 行 )， 当 然 ，-- 般 问题 依然 县 而 末 决 . 
猜想 2 NRO 是 被 任何 柔韧 的 多 面体 晶 面 在 时 刻 ! 

包围 起 来 的 多 面体 , 则 对 一 切 t 都 有 PoP. 

即使 对 于 文 所 述 的 曲面 能 获悉 某 种 特殊 分 割 法 也 将 是 极其 有 趣 
的 . 


原 注 : 本 文系 根据 巾 美 国 国家 科学 基金 会 部 分 资助 ,批件 号 码 为 MCS 一 
7902521 的 … 项 寿 究 工 作 而 写成 的 ， 


109 


和 纽约 市 立 大 学 


L) #3 + 144% (Stephan Burr) 


TEREF 
BATH. 
TES 
有 何 千金 方 ? 
网 我 一 妙法 ， 
ASABE. 
EALES 
把 您 脑筋 伤 


1821 年 ,约翰 - AEM (John Jackson FE 一 本 名 为 《冬天 傍晚 的 
推理 娱乐 江 和 2 的 问题 选集 中 提出 了 上 : 述 数 学 谜 题 .目前 ,韵文 的 使 用 
已 经 不 大 普遍 ,一 位 现代 趣 题 征集 者 甚至 可 以 干脆 不 用 “种 树 ” 这 种 
提 法 ,而 把 它 的 说 法 改变 为 :在 平面 上 谱 如 何 布 置 九 个 点 ,使 之 成 十 
行 ,而 每 行 有 三 点 - 当 一 位 数学 家 时 到 此 类 问题 时 ,他 会 感到 要 加 以 
推广 的 自然 动力 ,因而 需要 把 问题 提 得 更 为 确切 . 这 就 导致 下 述 提 
BET EM ?. 在 平面 上 应 如 何 布 署 个 点 (? 之 3) ,使 得 任意 
四 点 均 不 共 线 ,并 要 使 得 有 三 点 在 一 直线 上 的 直线 条 数 为 最 大 ?我 们 
将 把 这 -- 直 线 的 最 大 条 数 记 为 52p)- 
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令 人 生 蛙 的 数学 家 JJ. ARERR O- J. Sylvester) E+ ALIS 
一 直 在 追踪 这 个 难以 提 摸 的 5(p) ,而 后 它 也 零星 地 吸收 了 人 们 的 注 
意 力 , 其 中 既 有 业余 爱好 者 ,也 有 专业 人 员 . 以 往 . 业 余 爱 好 者 们 往往 
也 能 对 此 类 问题 作出 有 价值 的 页 献 . 可 是 ,目前 业余 数学 家 已 濒临 绝 
种 ,这 委 实 是 -种 着 是 . 之 所 以 如 此 ,恐怕 …… 部 分 诛 因 是 一 大 批 数 学 
分 支 的 难以 接近 性 . 话 虽 如 此 ,也 还 是 有 许多 领域 ,特别 是 与 组 合 数 


e 学 有 关 的 那些 分 支 . 业 余 爱 好 者 依然 有 用 武之 地 . KERES KA 

$ 众 对 这 些 易 十 接近 的 问题 所 知 不 多 . HB AE ,他 们 昕 到 的 是 诸如 费 尔 马 
最 后 定理 那样 的 有 魅力 的 大 问题 ,而 对 于 这 些 东 上 晤 ,即便 是 一 位 专家 
也 难 望 取得 重大 进展 . 因 认 .组合 儿 何 学 (这 个 果园 问题 是 其 中 一 例 ) 
的 一 个 引 人 之 点 就 是 :业余 爱好 者 们 可 对 之 作出 相当 贡献 . 


TII 


wr 


在 图 1 中 ,给 出 了 相应 于 ?一 3,4:…:,11 的 一 些 果 园 - 所 有 这 些 
都 是 最 优 解 , 行 的 个 数 达到 了 Cp). 此 外 ,只 有 另外 两 个 !(z) 值 是 确 
切 知 道 的 ,我 们 马上 就 要 谈 到 它们 . 但 是 ,在 目前 ,请 注意 ,四 个 点 并 
不 比 三 个 点 更 好 些 ; 有 时 ,一 个 果园 图 完全 被 包含 在 另 一 个 之 中 , 例 
如 ?一 10 与 11 的 情况 . 

一 个 很 自然 的 问题 是 :上面 的 安排 是 否 唯 一 解 ? 回答 是 否定 的 . 
图 2 给 出 了 ?一 8 的 另 -种 不 同安 排 , 它 是 从 p= 二 7 的 那个 图 形 导出 
的 ,当然 那个 外 加 上 去 的 点 可 位 于 新 直线 上 的 任何 地 方 . 


2 


然而 , 另 有 一 种 方式 闪 表 明 这 些 安排 不 是 叭 一 的 :对 之 可 作 射 影 
变换 . 我 们 不 想 完 整地 解释 什么 是 射影 变换 (有 时 也 叫 射影 ) ,但 其 中 
的 一 种 类 型 可 照 字面 加 以 想象 . 把 节 的 “页 翻 起 来 ,倾斜 地 看 孝 些 图 
形 ,由 于 透视 的 改变 ,距离 与 角度 都 随 之 而 变 , 可 是 直线 依旧 是 直线 ， 
因此 ,变换 后 的 内 演 仍 然 具 有 我 们 所 种 的 性 质 . 

在 作 变 换 时 产生 了 个 间 题 ;如 同 铁轨 那样 ,平行 线 将 变 成 不 平 
行 ,二 是 使 得 某 一 种 配置 在 本 质 上 发 咎 了 变化 ,反之 亦 然 . 然而 ,数学 
家 堪 称 是 日 前 -- 种 时 团 概 念 *“ 把 问题 变 为 机 遇 ? 的 发 明 者 ,很 早 以 前 ， 
他 们 就 对 射影 变换 作 了 这 种 处 置 . 他 们 在 道 常 的 平面 上 添加 了 一 条 
包含 无穷 远 点 在 内 的 、 理 想 的 无 穷 远 直线 . 一 组 平行 线 被 认为 相交 于 
无 穷 远 直线 上 的 某 点 . 如 果 一 个 人 沿 正好 相反 的 方向 走 , 以 至 于 无 
穷 , 则 认为 他 所 到 达 的 是 同一 点 ,就 这 个 意义 涪 ,一 组 平行 线 恰好 有 
一 个 交点 . 于 是 现在 可 以 认为 任意 两 条 直线 必 相 交 于 一 点 的 命题 正 
确 无 误 . 于 是 产生 了 所 谓 的 欧 几 里 得 射影 平面 与 射影 几何 学 ,后 者 巴 
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表明 自己 是 趣味 数学 的 一 个 重要 源泉 

在 我 们 现在 的 问题 中 ,在 简化 某 些 复 杂 图 形 并 使 之 更 为 对 称 方 
曾 , 尤 穷 远 点 将 极其 有 用 . 它 也 有 助 十 首先 发 现 那些 符合 条 件 的 配 
党 ,并 证 明 那 些 我 们 后 面 将 要 提 到 的 结果 . 作为 “ 安 上 ”无 穷 远 点 的 实 
例 , 让 我 们 在 ?二 9 的 配置 中 .使 硕 上 面 -- 线 的 点 变 为 无 穷 孙 点 .这样 
就 得 出 图 3. 


图 上 被 标记 为 se 的 箭头 指明 了 配置 中 一 个 无 穷 远 点 的 动 
人 向, 任何 一 个 箭头 如 果 变 为 相反 方向 也 同样 可 以 当然 ,无 穷 远 直 线 
也 被 看 作 配置 中 的 FT 

图 4 给 出 了 已 知 为 最 优 配 置 的 , 仪 有 的 另外 两 个 果 图 , 即 p= 12 
与 ?一 16. 请 注意 .p 一 16 的 果园 中 包含 了 -个 最 优 的 7 点 果园 . 这 两 
TERRA SSA URS RAS WAR. 自然 ,这 是 个 赂 都 可 以 
进行 适当 的 射影 变换 ,使 无 穷 远 点 与 尤 穷 远志 线 都 变 作 寻常 战 与 寻 
常 直 线 , 然 而 , 美 是 的 对 称 性 将 会 丧失 ,在 一 张 较 小 的 纸 头 上 也 将 难 
FER. 

对 的 其 他 值 又 将 如 何 ? 表 1 给 出 了 对 7 二 3,1,…,25, 有 关 i(p} 
的 一 些 情况 ,其 中 也 有 最 好 的 已 知 下 鼻 与 上 界 .1(p) 忆 被 明确 肯定 的 
一 种 情况 用 星 号 于 以 标 昌 并 省 略 了 相应 的 攻 界 . 表 ! 与 本 文 所 谈 
到 的 几乎 所 有 成 果 都 引 自我 国 B. Grinbaum 及 N. J. A. Sloane 合 与 
的 ,名 为 “果园 问题 ”1 的 -篇 论文 . 虽然 ,其 中 许多 结果 又 是 从 前 人 
的 工作 中 转 引 而 米 . 
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(4b) 


从 p=20 起 , 表 上 中 所 给 出 的 所 有 上 ,下 界 都 是 下 面 两 个 一 般 
定理 的 结果 . 
定理 1 4(p) 守 Lz(p 一 3)16] 一 1, 此 处 ,Lz 表示 不 大 于 
z 的 最 大 整数 . 
定理 2 如 果 pe. p< p(p—1)/2—[ 3p/7 Dj 
31, 此 处 [z] 表 示 不 小 于 z 的 最 小 整数 . (当然 ,3) 一 1.》 
我 们 不 去 证 明定 理 1, 但 可 以 给 出 一 些 迹象 来 说 明 它 怎样 来 自 
三 次 曲线 (满足 三 次 代数 方程 的 出线 ) 理 论 , 图 5 画 出 了 由 方程 
(z — Del + 2)? — 3¥) = 8 
所 定义 的 对 称 三 次 曲线 ,并 同时 给 出 了 曲线 上 的 十 二 个 点 ,其 中 也 包 
括 三 个 无 穷 远 点 .这 十 二 个 点 的 安排 同 图 4a 所 给 出 的 12 点 果园 的 
布局 完全 一 样 . 7 
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eo) FA Cp) AY LF 


Att Zl FA =k HR RE RP? 其 秘密 在 于 根据 所 
IRR HRB R (Weierstrass) 18 Bale , HE2 = Ye AR AT LA h BWR 
达 式 来 给 出 。 这 种 表达 法 给 曲线 上 的 每 一 点 对 应 一 个 0 到 360 之 间 
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| \ 
(x De + 2% - 3y) = 8 


玫 5 图 6 


的 实数 , 当 且 仪 当 三 个 实数 之 和 是 360 的 倍数 时 ,相应 的 二 点 共 线 . 
《只 要 我 们 高 兴 , 我 们 也 可 以 使 用 其 他 魔 数 ,但 是 360 是 便于 应 用 的 ， 
Ue FR ATA FE RE AE SY FR FE 6 就 是 图 5 的 变相 、 
仅 不 过 把 许多 直线 抹 掉 了 ,而 且 用 参数 来 表示 各 点 . 容易 查 明 图 5 中 
的 每 条 直线 都 能 满足 上 述 判别 准则 (包括 无 穷 远 直 线 在 内 ). 

对 任意 的 ?, 将 不 难 通过 选取 个 在 0 与 360 之 闻 的 数 ,使 它们 
之 中 的 三 个 数 相 加 之 和 是 360 的 倍数 ,这 样 的 二 数组 多 多 益 善 . 这 类 
选择 可 以 导出 个 果园 图 ,从 而 可 以 得 出 1(7) 的 一 个 下 界 . 结果 便 是 
定理 1 中 所 说 的 下 界 . 1868 年 , 西 尔 维 斯 脱 r6] 证 明了 个 下 界 , 这 
个 下 和 界 除 了 ?为 3 的 倍数 之 外 ,与 定理 1 所 说 的 一 致 - 在 那 种 情况 
下 ,定理 1 所 说 的 下 界 要 更 好 一 些 , 但 两 者 的 差 数 也 不 过 是 1. (对 声 
名 昭著 , 犹 似 油饼 维 斯 陪 那 类 人 物 的 成 果 , 即 使 只 是 稍为 改进 一 点 
点 ,也 将 是 极为 令 人 鼓舞 的 . ) 

除去 ?一 7,11,16,19, 表 1 中 的 任何 一 个 下 漠 都 可 用 定理 1 加 
以 说 明 .对 上 述 几 种 情况 中 的 每 一 种 ,结果 变 成 可 以 利用 位 于 一 条 特 
殊 选 定 的 三 次 曲线 上 的 ?一 1 个 点 ,然后 再 外 加 一 个 不 在 曲线 上 的 点 
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所 形成 的 配置 ,以 期 得 到 更 优 于 定理 1 所 关联 的 果园 . 作为 一 个 实 
济 , 图 7 给 出 了 图 也 中 16 点 果园 的 作法 . 请 注意 外 如 的 点 好 不 是 
0, 时 为 它 不 在 曲线 上 ,所 以 它 没有 相应 的 参数 . 为 了 使 图 形 看 得 更 清 
楚 … 些 ,只 画 出 了 那些 通过 儿 点 的 直线 . 


现在 让 我 们 转 而 讨论 (8) 的 上 界 ,包括 定理 2. 所 用 之 手法 将 大 
不 一 样 . 一 种 有 用 的 工具 是 我 们 将 称 之 为 果园 的 图 的 东西 - 画 出 一 个 
果园 的 各 点 ,然后 用 一 线段 来 联结 两 点 (此 线段 称 为 边 ) ,如 果 它 们 不 
与 第 三 点 共 线 的 话 . 例如 图 8 给 出 了 图 1 的 7 点 与 8 点 困 园 以 及 图 
2 中 另 一 种 8 点 果园 的 图 . 两 个 8 点 果园 的 根本 不 同 点 在 它们 的 图 
中 看 得 十 分 明显 ,例如 ,其 中 之 一 含有 -个 三 角形 ,而 另 一 个 却 没 有 - 


VAP 


Ree PA -个 点 ,其 中 天 条 直线 中 有 三 条 通过 它 , 则 在 与 之 对 
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应 的 图 中 ,该 点 是 在 ?一 1 一 路 条 边 上 ,这 是 由 于 站 条 线 将 要 消去 2 
个 点 ,否则 它们 将 在 图 中 与 该 点 相 邻 之 故 . (我 们 将 把 这 类 边 的 个 数 
称 为 点 的 阶 . ) 由 于 这 一 事实 , 故 若 ? 为 偶数 , 则 图 中 的 每 个 点 必 为 奇 
数 阶 , 若 ?为 奇数 , 则 图 中 的 每 一 点 必 为 偶数 阶 ( 包 括 鹤 在 内 ) ,这 是 
由 于 ?与 ?一 1 一 站 具有 相反 的 奇偶 性 之 故 . 

现在 进一步 考察 一 个 果园 的 图 的 边 数 . 如 果 一 个 果园 中 任何 站 
点 都 不 共 线 , 则 每 一 对 点 在 对 应 的 图 上 都 可 给 出 一 条 边 , 于 是 不 难看 
出 这 类 图 ( 称 为 完全 图 ) 具 有 z(z? 一 1)72 Ril. 不过, 倘 关 果园 中 一 -已 
出 现 三 点 共 线 的 情况 ,图 中 就 将 消去 三 条 边 . 

六 此 ,如 果园 有 上 条 边 , 则 其 对 应 之 图 将 有 zz 一 1)72 一 3 条 边 . 
BEM e 为 边 数 , 则 可 得 出 


ee 31, 
于 是 i= [POV Lz, \/s 
H F e20, MA ea- D], 


BE p RRR NA EE- ADIER OREO TE D 
是 1 ,为 此 ,e>>?/2 必 为 正确 ,于 是 当 p 为 偶数 时 ， 
Cp — 2) 
ea [PP |. 


只 要 稍 加 变化 ,上 述 关 于 ! 的 不 等 式 就 可 以 纳入 到 下 式 中 去 : 


w< |z] 

这 一 结果 不 如 定理 2 那样 强 . 对 于 那个 定理 ,我 们 尚 需 引用 一 -个 
由 Keily 与 Moser 发 现 的 定理 [5). 该 定理 断 谋 ,在 ?个 点 的 任意 配置 
中 ,只 要 并 非 所 有 的 > 个 点 都 在 局 一 直线 上 , 那 就 必然 至 少 存在 [327 
7 对 点 ,它们 不 在 一 条 还 有 第 三 点 的 直线 上. 对 于 一 个 至 少 有 四 点 的 
果 网 这 就 意味 着 在 对 应 的 图 中 ,e 守 [3p/7], 于 是 根据 前 面 的 -… 段 , 便 
有 
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而 这 实质 上 就 是 定理 2. 

请 注意 ,在 定理 2 的 这 一 证 明 中 并 未 过 分 倚重 由 一 个 果园 推出 
它 的 图 的 机 敏 作法 . 然而 ,在 处 理 一 些 特例 时 ,果园 的 图 的 概念 是 非 
常 有 用 的 . 实际 上 ,在 上 上 界 比 定理 2 给 出 的 更 好 的 那些 情形 中 ,果园 
图 已 表明 它们 是 很 有 用 的 . 这 些 特 例 是 p= 二 8,10,12 与 14; 它 们 中 的 
每 个 情形 ,由 表 1 给 出 的 上 界 都 要 比 由 定理 2 所 给 出 的 上 界 好 . 我 
们 将 对 p=8 的 情形 证 明 一 下 ,至 于 其 他 情形 ,证 法 也 是 益 不 多 的 ,不 
过 又 显 得 元 长 一 些 . 

为 了 证 明 18) 所 7( 这 问 要 证 明 !(8) 一 7 实际 上 是 一 样 的 ,因为 7 
行 的 果园 是 确实 存在 的 ), 我 们 必须 证 明 不 可 能 存在 8 点 .8 行 的 果 
园 . 我 们 用 友 证 法 , 先 假定 它 存在 ,现在 考虑 它 的 图 , 则 其 边 数 。 将 由 
F 式 给 出 . 即 
= Mee 1) 3 = 8x 7 
此 外 :由 于 8 是 偶数 ,所 以 图 上 的 每 一 点 都 是 奇数 阶 的 . 于 是 ,唯一 能 
够 满足 上 述 要 求 的 4 条 边 的 图 只 能 是 图 9 那样 ,具有 4 条 孤立 边 的 
PA. (在 图 9 中 ,所 作 之 图 仅 是 抽象 地 绘 出 的 ,只 表明 点 与 点 的 连接 关 
系 而 忽略 了 这 些 点 的 真实 位 置 . ) 


一 3X8 一 4 
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考察 图 上 的 4 点 与 B 点 . 转 为 相应 的 果园 之 后 ,我 们 可 以 利用 
射影 变换 ,把 它们 放 到 无 穷 远 直线 上 去 . 对 图 进行 了 一 - 番 考 察 之 后 ， 
我 们 看 到 , 灯 园 的 另外 六 个 点 必须 落 在 自 4 发 出 的 三 条 直线 上 ,也 
应 落 在 自 台 发 出 的 三 条 直线 上 . 这 种 情况 可 用 图 10 来 描述 (使 图 10 
整 然 有 序 的 唯一 办 法 是 等 间隔 地 画 出 直线 ). 

果园 中 的 六 个 点 (4.8 两 点 除外 ) 必 须 落 在 图 10 所 示 的 九 个 交 
点 上 . 另外 ,我 们 只 用 了 (假想 中 的 ) 果 园 的 六 行 直 线 ;另外 两 行 直线 
必须 用 上 这 九 个 交点 . 添加 新 的 两 行 直 线 的 唯一 办 法 是 使 它们 通过 
点 1,5,9 与 3,5,7 一 一 但 这 也 不 过 是 用 上 了 七 个 点 , 即 4,B,1,3,5， 
7,9( 另 外 ,直线 45 与 85 也 只 有 了 两 点 落 在 其 上 ). 于 是 , 待 求 的 果园 
是 不 可 能 存在 的 ,从 而 i(8) 确 实 等 于 7. 

关于 这 个 和 问题 ,也 许可 以 说 上 更 多 的 话 ,对 与 之 有 关 的 问题 ,其 
至 可 以 说 得 更 多 . 不 过 ,上 面 的 讨论 确 已 梢 来 了 问题 的 独特 韵味 . 我 
们 将 给 出 一 些 注 解 ,以 阐明 在 本 何 题 方面 还 有 一 些 什 么 事情 可 做 ,用 
以 结束 本 章 . 显然 ,在 所 有 事情 中 最 好 是 能 对 一 切 z ,准确 地 给 出 i(p) 
的 值 . 这 件 事情 看 起 来 很 困难 ,但 也 许可 以 办 得 到 . 在 文献 [CI 中 ,我 
们 猜测 ,除了 7,.11,16,.19 外 ,对 其 他 一 切 ?, 均 有 
ip) = Le» 一 3)76| + 1, 

换言之 ,定理 1 几乎 已 经 全 部 讲 到 了 . 

人 们 至 少 希 望 ,能 缩小 定理 1 与 定理 2 之 间 的 缺口 . 如 果 省 略 定 
理 中 的 括号 并 把 两 式 相 减 的 话 , 我 们 可 以 看 到 ,对 每 个 ? 值 来 说 , 缺 
ABE 4/21 ?一 1, 可 见 这 个 缺口 的 增长 是 相当 缓慢 的 , 表 1 已 证 
实 了 这 一 点 . 

在 任何 情况 下 .决定 9) 的 值 或 者 对 较 小 的 值 设 法 缩小 其 缺 
口 都 将 是 极为 有 趣 的 . 昌 然 ,着 手 进行 探讨 的 出 发 点 是 ?一 13,14( 也 
有 可 能 是 15). 从 上 述 猜 想 的 观点 来 看 ,最 好 的 尝试 是 设法 降低 表 1 
中 的 上 办 .另外 ,研究 上 界 问题 不 -… 定 需要 慌 得 很 多 . :次 曲线 或 诸如 
此 类 的 知识 ,而 探讨 下 界 问 题 则 有 此 需要 . 那样 的 探讨 将 需要 不 庆 其 
详 地 进行 完 长 烦琐 的 论证 .人们 开始 时 可 以 用 这 里 已 讲 过 的 ,用 士 ? 
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= 8 的 那 种 办 法 ,但 是 许多 不 同 的 分 支 情况 需要 分 草 核 查 . 有 可 能 - - 
个 巧妙 的 计算 机 程序 在 执行 研究 计划 时 是 有 用 的 . 

本 文 的 主 骨 是 想 对 组 合 数学 的 一 个 有 趣 和 角落 发 射出 一 些 光 热 . 
我 也 希望 鼓舞 起 有 兴趣 的 爱好 者 们 的 信心, 在 这 个 问题 或 类 似 的 问 
题 上 一 显 身手 〈 如 想 了 解 本 领域 中 的 某 些 其 他 问题 ， 请 看 Branko 
Grinbaum 的 一 本 杰作 《布置 与 散 开 ?3]》 把 这 类 问题 编 入 本 书 看 来 
是 特别 合适 的 ,因为 在 今天 ,数学 科普 工作 方面 干 得 最 出 色 的 人 是 马 
T + A. 事实 上 ,在 他 负责 的 专栏 (2 中 曾经 过 论 过 植树 问题 的 
一 些 方面 . 植树 问题 对 一 位 数学 园丁 来 说 , 确 是 一 项 富有 成 果 的 活动 
项 上 日- 
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C 2H + HF I (CHoward Eves) 


六 百 多年 前 ,西奈 (Siena) 的 圣 约 得 ， 哥 伦比 尼 (John Colombini) 
创建 了 一 个 新 教派 ,原来 打算 是 吸收 那些 善心 人 入 会 ,他 们 一 心 奉献 
给 护理 与 安放 在 腺 鼠疫 中 不 幸 的 外 难 者 ,这 场 席卷 全 欧 的 猫 狐 瘟 疫 ， 
几乎 吞噬 了 欧洲 人 口 的 三 分 之 一 - 这 个 宗教 团体 名 为 基督 会 ( 它 与 耶 
稣 会 毫 元 瓜葛 ,后 者 在 其 时 尚未 建立 ) ,在 1367 年 取得 了 教皇 乌 尔 班 
五 世 的 正式 认可 . 后 来 ,这 一 教派 逐渐 衰落 ,虽然 在 1606 年 打算 复苏 
该 团体 的 努力 曾 获得 部 分 成 功 . 一 些 流言 翡 语 在 背后 说 坏话 ,其 中 显 
然 包 括 在 教堂 法 所 不 允许 的 情况 下 制造 与 销售 蒸馏 酒 . 这 些 责难 ,再 
加 上 难于 维持 一 定 会 员 人 数 , 终 于 导致 教皇 克利 门 蒂 九 世 在 1668 年 
宣布 撤销 该 教派 . 首尾 合计 ,该 教派 维持 ”三 百年 稍 多 一 些 时 间 . 

公元 1613 年 ,在 复活 基督 会 的 尝试 稍 后 ,一 位 名 叫 卡 伐 利 利 
(Bonaventura Cavalieri) 的 十 并 岁 意 大 利 男 孩 被 批准 为 教派 的 新 成 
员 . 其 后 , 卡 懂 利 利 在 该 教派 的 寺院 里 度 完 了 余生 . 由 于 他 的 这 一 献 
身 精神 ,也 由 于 随 之 而 来 的 教派 的 解体 以 及 基督 会 与 更 有 名 气 的 耶 
稣 会 在 名 称 方面 的 类 似 9, 因 而 今天 许多 主要 的 百科 全 书 , 人 名 矢 
典 ,历史 与 掌故 书 等 都 把 卡 伐 利 利 错误 地 当做 -~… 名 耶稣 会 会 员 了 .这 


O 译 者 注 :在 原文 中 ,两会 的 名 字 分 别 为 Fesuat 与 Fesuit 仅 差 -- 个 字母 . 
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件 事 ,为 我 们 提供 了 ~- 个 很 好 的 实例 一 -在 我 们 的 历史 书 中 确实 隐 
藏 着 某 些 永久 性 的 错误 . 这 类 性 质 的 错误 并 不 少见 ,有 的 已 经 持续 了 
很 长 时 间 . 

卡 伐 利 利 在 1598 年 生 于 意大利 的 米兰 . 年 轻 时 他 曾 就 学 于 熙 里 
略 . 后 来 ,在 1619 年 他 就 任 波 罗 那 大 学 数学 教授 ,在 那里 -- 直 工作 到 
他 1647 年 逝世 为 止 , 死 时 还 很 年 轻 , 仅 49 岁 . 他 是 当时 最 有 影响 的 
数学 家 之 --, 在 几何 ,三 角 、 天 文学 . 丰 星 术 与 光学 方面 写 了 不 少 著 
PE. 纳 皮 尔 (Napier) 发 明 对 数 , 在 首 批 认 识 其 种 大 价值 的 人 们 中 间 ， 
他 起 了 突出 作用 ,把 它 引 进 意 大 利 - 然而 ,他 对 数学 的 最 重要 贡献 是 
1635 年 初版 刊行 的 论文 ( 极 微 几 何 》. 这 一 著作 专门 讨论 微 积分 之 前 
的 所 谓 “ 微 分 法 ”正如 许多 现代 数学 成 就 那样 ,此 种 方法 可 追溯 到 早 
WAS IAEA. 1) on HE i OE BF (Democritus) (公元 前 410 年 在 世 》、 阿 
Æ OK OR (Archimedes) (292 70 BY 287 一 公元 前 212?, 虽 然 其 直接 动力 
也 许 来 自 约 得 . HP SER Johann Kepler)(1571 一 1630) 所 作出 的 积分 
尝试 .无 沦 如 和 何 , 卡 伐 利 利 的 著作 《 极 微 见 何 3 在 1635 年 的 出 版 是 数 
学 史上 的 ~- 个 重要 里 程 碑 , 特 别 对 于 微 积 分 史 更 是 如 此 . 

卡 伐 利 利 的 伟大 论文 行文 流畅 但 不 明确 ,从 中 难以 搞 清楚 卡 伐 
利 利 所 说 的 “微分 "究竟 意味 着 和 什么. 看 来 似乎 给 定 的 一 片 平面 的 “ 微 
分 ?是 指 那 片 平面 的 纺 ,而 那 片 平面 可 认为 由 无 穷 多 个 相互 平行 的 微 
分 (基本 部 件 ) 玖 如 而 成 . 与 此 类 似 , 一 个 给 定 立 体 的 微分 是 那个 立体 
的 截面 ,该 立体 可 视 为 由 无 穷 多 个 相 眶 平行 的 这 类 截面 (基本 部 件 ) 
Di ah. 卡 伐 利 利 又 论证 如 果 把 某 一 给 定 平 面 片 的 平行 微分 沿 着 
它 自 身 的 轴 逐 个 都 作 滑动 ,使 这 些微 分 的 端点 仍然 描绘 出 - -条 连续 
境界 曲线 , 则 新 的 平面 切片 仍 将 与 原 有 的 平面 切片 等 积 ,这 是 因为 它 
们 都 是 由 同样 的 一 些微 分 上 加 而 成 的 - 类 似 地 ,如 把 某 :给 定 立 体 的 
一 些 平行 微分 沿 其 自身 平面 滑动 ,假若 这 些微 分 的 边界 依然 形成 一 
个 连续 曲面 , 则 新 、 旧 两 立体 等 积 ,因为 它们 也 是 由 同样 的 微分 又 加 
而 成 . 最 后 这 件 事实 可 用 一 又 懂 直 卡片 进行 演示 ,把 这 准 卡 片 倾斜 推 
出 ,使 其 边缘 形成 曲面 ,显然 斜 摆 与 垂直 放置 的 两 亚 卡 片 , 其 体积 完 
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全 相等 . 

把 以 上 说 明 略 加 推广 ,就 得 出 所 谓 永 伐 利 审 原理 . 

1. 一 对 平行 直线 之 间 夹 有 两 个 平面 切片 ,如 果 任 意 一 

条 平行 于 包 线 的 直线 被 两 个 平面 切片 截 得 的 两 条 线段 的 长 

度 总 是 成 一 定 比 , 则 这 两 个 平面 切片 的 面积 之 比 也 等 于 该 

定 比 . 

2 一 对 平行 平面 之 间 夹 着 两 个 立体 ,如果 任意 一 个 平 

行 于 包 面 的 平面 截 两 个 立体 所 得 到 的 两 个 截面 面积 总 是 成 

一 定 比 , 则 这 两 个 立体 的 体积 之 比 也 等 于 该 定 比 . 

卡 伐 利 利 把 “微分 ” 视 为 基本 部 件 的 模糊 概念 常 炉 直 对 一 个 图 形 
的 各 种 讨论 ,从 而 研究 这 一 课题 的 学 生 纷纷 对 之 提出 尖 吕 的 批评 , 特 
别 是 瑞士 金 饰 工匠 兼 数学 家 保罗 。 古 尔 训 (Paul Guldin) (1577— 
1642). 卡 做 利 利于 是 作 了 重新 处 理 , 企 图 弥合 分 玻 ,但 是 他 的 新 尝试 

-并 不 比 他 愿 来 的 更 为 成 功 . 法 国 几何 学 家 兼 物理 学 家 吉尔 斯 - 罗 伯 政 
尔 (Gilles Persone de Roberval) (1602 一 1675) 宣 称 他 在 卡 伐 利 利之 先 
踊 己 发 明了 此 种 办 法 ,然而 优先 权 之 争 很 难 解决 ,因为 罗 伯 瓦 尔 对 披 
露 他 的 发 明 一 事 素 来 磨 磨 蹄 蹦 ,已 经 卷 人 了 好 几 起 发 明 优 先 权 之 争 . 

罗 伯 瓦 尔 的 拖拉 作风 也 有 其 项 因 ,从 1634 年 开始 ,他 在 皇家 学 
院 一 直 当 了 40 年 之 久 的 教授 . 每 隔 二 年 ,这 一 职位 就 自动 变 为 空缺 ， 
由 退职 的 前 任教 授 出 题 ,然后 由 公开 数学 竞赛 中 的 优胜 者 继任 教授 . 
自然 ,为 了 永保 职位 ,他 要 留 一 手 , 有 意 把 他 的 发 现 秘 而 不 宣 以 用 作 
竞赛 题目 . 不 过 ,总 的 说 来 , 罗 伯 瓦 尔 还 是 很 好 地 利用 了 微分 法 ,解决 
了 - 批 面 积 . 体 积 与 重心 癌 题 . 此 法 及 其 相仿 的 办 法 也 被 下 列 学 者 卓 
有 成 效 地 运用 了 ,他 们 是 托 里 拆 利 (Evangelista Torricelli} (1668 一 
1647) ,帕斯卡 (Blaise Pascal) (1623--1662>, 8 75 3 (Pierre de Fermat) 
(16017 — 1665}, X #8 (Grégoire Saint- Vincent) (1584— 1667), BB 
(Isaac Barrow) (1630 — 1677) RH he R. ， 

在 面积 与 体积 计算 中 , 涉 做 利 利 的 两 条 原理 是 极 有 价值 的 工具 ， 
应 用 现代 积分 学 知识 ,它们 易于 做 得 更 严密 些 . 由 于 应 用 这 两 条 不 理 
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在 直观 看 来 极为 自然 ,因而 一 些 需 要 用 更 先进 的 微 积 分 技巧 来 处 理 
的 许多 求 积 问 题 都 可 用 它们 加 以 解决 . 实际 上 ,许多 立体 儿 何 初等 教 
材 的 作者 ,也 以 教学 为 理由 拥护 这 种 设想 ,成 荔 地 应 用 了 卡 伐 利 利 第 
二 条 原理 ,因为 这 样 做 大 大地 简化 了 学 生 的 教材 . 例如 ,在 推导 熟知 


的 四 面体 体积 公式 上 一 名 时 ,国难 在 于 先 得 证 明 底 、 高 相等 的 任意 


两 个 四 窗 体 必然 等 积 . i 一 切 立 体 儿 何 课 
本 中 的 处 理 方 法 都 磁 到 这 个 潜在 准点 - 但 是 ,只 要 一 已 应 用 卡 伐 利 利 
的 第 二 条 不 理 , 困 难 马 上 就 烟消云散 了 - 

现在 我 们 要 列举 - - 些 兵 伐 利 利 原理 的 应 用 实例 . 对 那些 喜欢 做 
数学 难题 的 人 来 觉 ,有 的 题目 着 实 可 以 绞 尽 脑汁 .为 了 方 使 起 见 , 我 
们 先 来 说 - -个 定义 . 如 能 适当 放 堂 两 个 平面 切片 ,使 一 族 平行 线 中 的 
任 一 直线 在 其 上 部 截 出 等 长 线段 ,或 者 ,如 能 适当 放置 两 个 立体 ,使 
一 族 平行 平面 中 的 任 -- 平 面 在 其 上 都 截 出 相等 面积 , 则 所 述 之 平面 
切片 与 立体 称 为 是 卡 伐 利 利 合同 的 . 由 卡 伐 利 利 原理 ,两 个 卡 伐 利 利 
合同 的 图 形 必 然 上 有 相等 的 面积 (第 -- 种 情形 ) 或 相等 的 体积 (第 二 
种 情形 ). 


fl 题 


1. 我 们 来 求 半 轴 长 分 别 为 a,w 的 椭 关 面积 - 设 椭圆 方程 为 
z = la >, 
圆 的 方程 为 r+y=a’, 
在 同和 直角 坐 款 参照 系 上 作 它 们 的 图 形 , 如 图 1. 
TE SIR A Ep BEL. j 
f Ay ; pap 


4— ta? 2)? y= (a - 9), 
lay 
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HJ kak RZ Ot Xk kef TE RE FR A oe 
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ee 
理 , 椭 圆 面积 与 圆 面积 的 比值 也 应 如 此 ,于 是 我 们 得 出 
WAER = (>| (mE 


1 


这 与 开 普 贰 在 求 半 轴 长 为 * 史 的 椭圆 面积 时 所 用 的 方法 本 质 上 
是 - FER. 
2 现在 我 们 来 求 熟知 的 半径 为 了 的 妹 体积 公式 ,在 图 2 中 , 大 
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PEUN: 


边 是 一 个 半径 为 > 的 半球 ,右边 是 - -个 半径 与 高 均 为 > 的 圆柱 再 除 
掉 一 个 圆锥 后 所 余 的 立体 图 形 ,该 融 欠 的 底 是 圆柱 的 上 底 ,而 其 顶点 
MERE TREH CO. 半球 与 滑 空 的 圆柱 都 摆 放 在 公共 水 平平 面 . 
现在 我 们 用 - -个 位 于 底面 之 上 、 高 为 的 平行 平面 去 截 这 两 个 立体 ， 
它 将 分 别 制 出 一 个 圆 形 与 圆 环形 截面 (如 图 2) ,利用 初等 几何 ,立即 
可 以 看 出 这 两 个 截面 积 都 等 于 x(r? 一 如) .于 是 ,根据 卡 伐 利 利 的 第 
二 条 原理 ,该 两 立 体 必 具有 相等 体积 . 于 是 ,球体 积 可 内 下 法 算出 
上 一 2 圆柱 体积 一 圆锥 体积 ) 
=2( mr? 一 - 3”) = fom’, 
aR REE TIR — PALE BD ZR” CALI TRE. Ek 
ARZA). E EFR ERAR S m- 


3 作为 卡 伐 利 利 诛 埋 平面 情形 的 第 一 个 例子 ,考察 由 . -条 直线 
与 两 段 弧 所 围 成 的 平面 切片 , 见 图 3 的 左面 部 分 ,图 中 注 有 m 的 两 
个 线段 恒 为 等 长. 作为 比较 用 的 面积 ,人 们 容易 得 出 个 由 灶 癌 与 等 
ABC ES FA Fr Aa ASE I SUL 3 的 右 半 部 分 . 因而 所 要 求 的 
面积 是 


1 P 2_ [E 2 
A= 可 Fr 十 = (= 十 L h. 


4， 作 为 卡 伐 利 利 原理 立体 情形 的 另 一 例题 ,让 我 们 来 求 球 环 的 
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体积 , 它 是 从 一 个 半径 为 * 的 实心 球体 中 溺 出 - -个 与 球 的 南北 极 同 
轴 , 且 其 半径 为 a 的 圆柱 形 孔 ( 见 图 4 的 左面 部 分 ). 设 有 一 球 .其 直 


径 等 于 球 环 的 高 , 且 球 心 与 球 环 的 书 心 位 于 间 -水平 夯 上 ( 见 图 4 的 
右面 部 分 ). 现 从 距 随 立 体 中 心 为 上 处 作 一 水 平面 来 截 耳 立体 . 此 时 ， 
球 环 的 截面 为 一 环 状 区 域 ,其 面积 等 于 
ar? — k?) o- ma? = alr? — a? — kè). 
而 球 的 截面 是 一 个 图 ,其 面积 等 于 
ale 一 各) = alr? - a — K). 

于 是 ,由 卡 伐 利 利 的 第 二 条 原理 ,可 知 球 环 体积 与 半径 为 

的 球体 积 根 等 , 亦 即 
4 


V= Sak’, 


37 

有 意思 的 是 凡是 有 相同 高 度 的 所 有 球 环 都 具有 相同 的 体积 而 与 
该 环 的 半径 无 关 ， 

5. 《美国 数学 片 刊 ?1941 年 3 时 号 河 题 E165 是 试 求 曲线 

by = Ba) x”) 

Bir Fl BY AER kA bea 0. KM ARR AS LA 5) 含 有 一 个 通过 点 
(0,4), (Ea DEIERRI EE, Oh IM Pie TC — 3, OAT DLA. ie 
曲线 关于 z 轴 对 称 . BRAS Be? 4p? a”, EAD TE HR ST 
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CUES 


即 等 于 该 圆 面 积 . 由 于 图 形 是 关于 xz 轴 对 称 的 ,我们 只 须 证 明 该 曲线 
”与 国 在 第 二 象限 所 围 成 的 新 月 形 面积 与 第 一 象限 的 月 牙 形 面 积 相等 
就 行 了 . 对 这 点 凋 褒 ,我 们 只 须 证 明 两 个 月 政 形 中 左右 横 符 标 等 距 
离 处 的 相 应 纵 截 线段 相等 . 令 六 与 姑 分 别 表示 同一 横 坐 标 z 处 所 对 
应 的 给 定 由 线 上 与 圆 上 的 纵 坐 标 ,于 是 我 们 有 


l f 2 f z x a 
¥1 — E = 万 名 +2) “a? re Ya? ar md a — x, 
D j 


aA HR S Ah r e gp — y WEAR E iX k A 
月 牙 形 区 域 是 卡 伐 利 利 合 同 的 ,因而 被 给 定 曲 线 所 围 成 的 面积 等 于 


ma. 


问 题 


设计 一 个 合适 的 比较 立体 ,以 便利 用 卡 伐 利 利 的 第 二 条 原理 来 
计算 所 需 体 积 , 这 有 时 串 以 构成 非常 有 趣味 的 问题 . 也 许 有 污 考 对 这 - 
ABNER. pan : 些 , 解 法 提示 可 参看 本 章 末 节 ， 

6 利用 卡 做 询 利 的 第 二 条 原 理 , 试 求 图 环 ( 锚 链 ) 的 体积 ,该 物 
体 是 把 JAFRA r MSS RAR CUT EMP mb. HE 
ALO) BE Ay cr) el Re nd BX. 
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ees 

7- 不 难 证 明 没 有 一 种 多 边 形 可 以 同 圈 卡 伐 利 利 合同 (因为 在 多 
边 形 两 条 边 之 间 ,等 间隔 的 弦 将 均匀 地 改变 其 长 度 , 但 是 在 圆 上 的 等 
词 隔 弦 却 并 非 如 此 ). 人 们 也 会 同样 认为 没有 任何 一 种 多 面体 可 同 给 
定 的 球 卡 伐 利 利 合 同 . 请 把 四 面体 作为 球 的 比较 立体 来 证 明 这 种 想 
法 是 错误 的 . 

8 通过 正 圆柱 底面 中 心 的 一 个 倾斜 平面 把 圆柱 截 出 个 枫 形 ， 
也 叫 马 蹲 形 ( 见 图 6). 请 利用 卡 伐 利 利 的 第 二 条 原理 求 马蹄 形 的 体 
积 ,用 有 关 回 柱 的 半径 7 与 马蹄 形 的 高 加 以 表示 . 


9. 拟 柱 是 这 样 一 种 立体 , 它 有 两 个 平行 的 底面 , 且 任 一 平行 于 
底面 的 平面 截 此 立体 所 得 之 截面 积 是 该 平面 与 拟 柱 一 个 底 的 距离 的 
二 次 函数 . 

a 证明 被 柱 , 棉 形 ( 转 动 一 个 直 三 角楼 柱 ,将 其 侧面 作 
为 底 ) 及 棱锥 的 体积 可 由 下 列 拟 柱 体 公式 
y ACU + 4M +L) 

6 

给 出 ,此 处 为 高 ,5,L, MM 分 别 是 上 底 、 下 底 与 中 截面 的 面 

fA. 

b HE A Ys — eR EA a RT AG 
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柱 体 公式 导出 . 
c.， 试 证 明 (1) 球 (2) 椭 球 (3) 马 蹄 形 ( 见 上 面 的 问题 8) 

(4) 斯 井 因 梅 获 (Steinmetz) 立 体 ( 具 有 相同 半径 且 其 轴 互 相 

正 交 的 两 个 正 圆柱 的 公共 部 分 ) 都 是 拟 柱 体 的 特例 ,并 由 此 

求 出 它们 体积 的 表达 式 . 

二 面 要 用 一 个 告 诚 与 卡 伐 利 利 合同 的 一 个 惊人 性 质 来 结束 本 
章 . 先 说 告诫. 

在 初等 教材 里 卡 伐 利 利 原理 常 以 直觉 显然 成 立 而 被 接受 . 现在 
我 们 来 考察 夹 在 一 对 平行 平面 之 间 的 两 个 立体 ,而 县 与 包 耐 平行 的 
任 一 平面 所 得 之 两 个 截面 的 周 长 相 等 .人们 往往 认为 ,根据 直觉 理 
由 ,犹如 卡 伐 利 利 原 理 的 情形 一 样 ,这 两 个 立体 的 侧面 积 也 是 相等 
的 .之 所 以 得 出 这 一 结论 的 原因 是 ,人 们 把 两 个 立体 的 侧面 看 作 是 以 
一 系列 绝 薄 细 线 回路 为 基本 部 件 ( 形 成 立体 横 截 面 的 周 长 } 累 积 而 
成 . 由 于 对 应 的 回路 是 等 长 的 ,而 且 一 个 立体 的 回路 与 另 一 立体 的 回 
路 之 间 存 在 着 一 - "对 应 关系 ,于 是 看 来 两 个 立体 的 侧面 非 相 等 不 可 . 


为 了 证 明 此 点 并 非 必 然 如 此 ,可 以 考察 两 个 正方 棱柱 了 与 己 ,它们 

的 底 与 高 都 相等 ,此 处 严 是 一 个 正 棱 柱 ,而 PY 是 一 个 斜 棱柱 ,其 对 

对 立 面 也 垂直 于 底 ( 见 图 D. 斜 棱柱 的 侧面 积 大 于 正 楼 柱 的 侧面 积 ， 
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这 就 指出 了 数学 上 单纯 依赖 人 的 直 党 的 危险 性 ， 
现在 证 我 们 考虑 卡 线 利 利 会 同 的 惊人 人 性质 ,让 我 们 先 提 出 一 条 
定义 - l 
同一 平面 上 的 两 个 三 角形 4BC SA B O RLR R 
如 果 44 BB ,ce 都 互相 平行 , 且 其 中 点 位 于 同一 直线 mm 之 上 ( 见 
图 8), 人 们 得 以 建立 以 下 两 个 有 关 定 理 . 
定理 任意 两 个 共 面 且 面 积 相等 的 三 角形 ,不 超过 三 
次 仿 射 映像 ,人 们 总 是 可 以 把 其 中 一 个 三 鲍 形 转变 为 男 一 
个 三 角形 。 


定理 ”任意 两 个 等 积 的 二 角形 必 为 卡 伐 利 利 合同 图 
以 上 两 个 惊人 定理 仅仅 是 在 最 近 被 发 现 的 . 第 二 个 定理 在 三 维 
空间 中 的 类 比 命题 不 成 立 , 这 就 是 说 ,两 个 等 积 的 四 面体 不 一 定 是 卡 
伐 利 利 合同 的 . 我 们 不 拟 在 这 里 证 明 这 些 结果 . 


问题 的 解法 提示 


6， 把 充 环 帝 于 一 个 与 其 轴 重 直 的 平面 P 上 , 取 一 个 半径 为 7， 
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EAA a 


高 为 2re AYE FE PE A E Be Zi. R ey te Bae PP 
用 一 个 平行 于 平面 P PPP OE EE. 则 圆 环 的 截面 4 是 
一 个 外 径 与 肉 径 分 别 为 es 光 的 环 状 区 域 ,而 圆柱 的 截面 4 则 是 -个 
长 2re. 宽 如 的 矩形 4 . 

wR 

A= ra? — at? = ala — b) = ala h(a -- b) = 2xela — b). 

而 A = 2xcu: = Zrela b). 

由 于 4 = A hie RY ER CD BY ERSE F B, a 


EJI 
v = ar” (2re) = Dare. 

7- 设 AR K ODRE SURES H E: D AR = CD = 
ar / n, (ABCD REE PRES PY ALA. AE 2r, (3) AB 
HEAT Cd. 则 四 面体 ABCD 可 视 为 比较 用 的 多 面体 . 

8，、 用 一 个 焉 过 贺 福 轴线 的 平面 疡 把 十 此 形 分 为 两 相等 部 分 - 
令 4 为 马蹄 形 的 截面 的 面积 ,构造 -个 正 棱柱 . 它 的 底 是 : -个 正方 
形 ,面积 等 于 4( 底 在 平面 P 上 ) ,高 等 于 圆柱 半径 >. 从 此 棱柱 中 截 
出 一 个 棱锥 ,其 底 是 楼 柱 中 不 在 上 的 那个 底 , 而 其 顶点 则 是 在 楼 
柱 另 一 个 底 上 的 一 点 .这 一 个 畜 空 的 棱柱 可 用 作 比 较 立 体 A E E E 
形 的 AREAS HR. 

UY DA a- PRR E] OE OE He ,其 底面 是 

“A AER AAs 太 如 :高 为 >. 而 其 上 底 则 是 平行 于 下 底 
POM -个 线段 , 且 与 之 相等 . 

当 蹄 形 的 体积 是 hr 

Sb. {E -截面 积 ,如 果 足 自 此 截面 到 一 个 底 商 于 离 的 :次 丽 数 、 
则 必然 是 以 让 下 部 分 的 代数 和 :一 个 楼 林 的 向 定 截击 积 ,一 模 形 的 蕉 
面 租 5 与 它 到 底面 此 离 成 候 比 ) 以 及 - :棱锥 的 截面 和 (与 它 午 底面 距 
离 的 平方 成 科比 ) ,因而 拟 柱 体积 等于 校本 、 秽 形 与 楼 镍 体积 的 代数 
All, Ria PRY A Cad. 
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Qe. RER 24+85+4=1 
被 -- 平 面 (与 zy 平面 的 距离 为 OSM RR ER 
4 # 
wpe Ss 
其 半 轴 长 为 


t JETT 5t eG 


motel omy 。 。 Ta aD 
AAR TAD- AE. PERTRA 
Axabe 

3 


> 


就 斯 坦 因 梅 获 江 体 击 言 , 其 体积 是 Y 一 .有 宪 轶 可 提 介 电气 


RA FER + 普 鲁 图 斯 ， 斯 坦 因 梅 获 (1865 一 1923), 当 人 家 问 到 这 个 
立体 (现存 以 他 的 姓氏 命名 了 ) 的 体积 时 ,他 根本 不 用 任何 纸 笔 , 蕊 上 
就 信 口 说 出 正确 答案 ,使 在 场 的 每 个 人 都 大 吃 -- 惊 . 当 人 们 问 他 何以 
况 能 如 出 二 地 得 出 正确 结果 时 ,他 却 秘 而 不 宜 , 守 口 如 闫 . 现在 人 
们 相依 ,他 大 概 是 洞察 到 这 -立体 其 实 可 以 视 为 一 种 拟 柱 ,而 应 用 了 
拟 柱 求 积 公式 之 故 - 


原 注 : 本 文选 外 作者 的 系列 讲演 ,是 为 4 数学 中 的 伟大 时 刻 》 这 是 其 中 的 - 
itt. 
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O 无 任 所 教学 家 


[] sep - 班 可 夫 (《Leon BankofT) 


ON II LENE MIS 6 RENNER EAA LALA RIN fy UN ORGAN 人 rr ont heat pnt Meese Rael A Mt nab i 


解 题 是 数学 的 一 个 主要 乐趣 ,而 解 题 的 最 大 激励 则 在 于 获得 一 
个 漂亮 结果 ,特别 是 通过 奇妙 手段 来 取得 时 . 巴 布 斯 (Pappus) 是 一 个 
优美 定理 的 世人 公 , 这 点 可 由 数学 文献 中 无 数 次 地 提 到 "“ 书 布 斯 定 
H mS ALLER. 毫 匹 疑问 , 巴 布 斯 成 荔 地 找到 了 “种 石 妙 办 法 来 证 
肖 了 他 称 之 为 “条 古 典 定理 ?的 真实 性 . 这 是 一 个 他 在 其 《数学 汇 
编 3 第 四 卷 里 提 到 的 命题 ,讨论 内 接 于 图 形 “ 鞋 区 之 刀 ” 里 的 一 系 群 相 
HE. 这 种 图 形 首先 被 阿 基 米 德 在 其 4 引 理 3 中 如 以 处 理 过 . FRAT ATL 
满 有 把 握 地 假定 ,这 一 切 圆 定理 在 以 往 只 是 作为 经 验 知识 来 接受 ,但 
从 未 正式 证 明 过 - 

在 线段 48 KERRE -A CAD AC CB, AB DIR E 
AR 7 2 E U ZA A A it a FE F S E EBI PR A EE 
ZNE. 阿 基 米 德 研究 过 的 “鞋匠 之 刀 ? 的 一 性 质 之 -大计 算 与 三 个 
EAM HON AB AB. 巴 布 斯 从 这 个 内 切 简 出 发 ,大 大 地 扩充 
了 他 的 活动 舞台 ,进而 研究 ~ 系列 相 切 的 辆 ,其 中 的 每 个 同 都 与 ^ 竺 
折 之 刃 ” 的 两 弧 相 切 ,如 图 1 所 示 . 按照 这 个 “古典 定理 ”, 自 第 一 个 内 
切 加 中心 到 直线 AB 的 距离 等 于 该 圆 半径 的 两 税 : 从 第 一 内 切 男 中 
心 到 AB 的 距离 等 于 该 圆 半径 药 四 倍 ,…… ,对 第 * 个 图 , 则 是 圆 羊 径 
的 2n 倍 . 

了 35 


在 图 HERA H, M C5 被 删 去 ,第 一 个 内 切 圆 切 于 弧 40、 
Uh AB 及 线段 CB. 再 作出 一 系列 相 切 的 圆 ,它们 都 被 混成 三 角形 (其 
边 可 为 曲线 弧 的 三 角形 ?所 包围 此 时 ,从 这 一 系列 切 图 的 第 4 个 图 
的 中 心 到 基线 AB 的 距离 等 于 该 图 半径 的 24 一 1 倍 . 例如 ,从 第 七 圆 
中 心 到 直线 4B 的 更 离 等 于 此 圆 半径 的 十 三 倍 ， 


初 看 起 来 ,这 些 性 质 的 证 明 似乎 十 分 简单 . 我 们 这 批 二 十 世纪 的 
数学 家 ,由 于 手中 掌握 了 复杂 的 工具 而 自 略 得 意 * 把 这 类 问题 看 作 是 
按部就班 的 例行公事 . 我 们 所 要 做 的 一 切 便 是 把 反 演 原理 应 用 于 基 
本 构 形 ,然后 让 反 演 后 的 图 形 限 瞳 瞪 地 望 着 我 们 , 剥 掉 原 来 图 形 的 神 
秘 面纱 ,从 而 赤裸 裸 地 显示 出 巴 布 斯 圆 定理 的 真实 面 狐 . 
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为 了 照顾 不 太 邵 悉 反 演 变换 的 读者 ,我 们 简要 地 介绍 一 下 过 程 . 
自习 点 引 AB ER, SEM AB 相交 于 D. 然后 以 4 为 圆心 ,42 为 
半径 , 画 出 一 段 强 以 表示 反 演 圆 的 一 部 分 . 由 于 AD? = AC + AB, WM AB 
变 成 了 在 C ABA F ABW COMER. UM AC 被 反 演 为 在 下 点 切 于 
IM AB 的 直线 . 由 于 反 演 图 与 弧 CB 正 交 ,所 以 半圆 弧 CB 是 自身 反 演 
的 , 它 保 持 不 变 . 对 巴 布 斯 的 -- 系 列 圆 来 说 ,它们 被 变换 成 夹 于 两 条 
平行 的 铅 直线 之 间 的 一 系列 等 圆 , 正 如 在 原 图 中 ,被 张 48 与 4C 所 包 
BAH. 在 图 3 中 ,马上 就 可 看 出 , 自 反 演 后 的 第 4 辣 中 心 到 基线 的 距 
离 等 于 该 贺 半 径 的 On HF. 应 用 一 个 类 伏 的 反 演 变换 于 图 2, 即 产生 结 
果 包 一 22 -1 .这 里 9。 是 位 于 基线 之 上 的 、 第 r 贺 中 心 的 高 度 . 


现在 ,下 我 们 回 和 到 题 日 鞋 的 问题 ;“ 巴 布 斯 是 怎样 做 的 ?” 他 只 能 
在 没有 及 演 (在 他 身后 十 五 个 出 纪 才 出 现 ) 的 帮助 下 来 术 . 为 了 取得 
他 的 惊人 成 果 , 欧 几 里 得 、 阿 大米 德 或 阿波 罗 尼 斯 的 著作 中 没有 留 下 
#4 SAR. 因而 巴 布 斯 在 着 手 攻 打 主 要 问题 之 前 先 着 手 证 明 儿 个 有 
关 的 预备 命题 或 引 理 . 

我 们 表彰 巴 布 斯 的 突出 成 就 ,也 要 向 他 道谢 ,因为 他 把 复杂 谭 
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严密 的 证 明 遗 赠 给 我 们 - 我 们 也 况 赏 他 为 了 克服 困难 ,解决 问题 而 不 
得 不 锻造 他 自己 的 工具 . 但 是 如 果 用 现代 前 评估 标准 来 看 ,我 们 将 被 
迫 承认 , 巴 布 斯 所 提供 的 证 法 并 不 是 我 们 想 提供 给 一 个 训练 有 过 的 
数学 家 的 方法 ,更 不 必 说 灌输 给 一 位 聪明 而 渴望 求知 的 高 中 学 生 了 . 
如 洒 我 们 证 自发 的 好 奇 心 妃 随 巴 布 斯 证 法 的 思路 ,在 其 错综复杂 的 
情况 下 吃力 地 前 进 时 ,这 一 点 将 变 得 越 来 趟 清楚 - 但 是 我 们 从 哪里 去 
找 这 个 证 法 呢 ? 从 巴 布 斯 的 日 子 到 现在 ,十 六 个 世纪 已 经 过 去 ,然而 
没有 人 愿意 承担 一 件 困 难 任务 一 一 把 他 的 著作 《汇编 》 全 部 译 成 英 
语 . 但 是 , 巴 布 斯 小 部 分 著作 的 删节 本 已 由 托马斯 : 希 思 (Thomas 
Heath) WRH H ,而 在 此 书 的 标题 中 有 着 图 定 理 及 其 有 关 引 理 . 希 思 
的 学 究 式 译文 刊载 于 其 著作 4 希腊 数学 史 》,1921 年 由 牛津 大 学 出 版 
社 刊行 于 志 . 但 是 ,在 他 的 《希腊 数 学 史 缩 本 3》(1931 年 牛津 版 ) 一 书 
中 , 他 只 是 担 了 一 下 这 个 定理 ,巧妙 地 避 开 了 问题 解法 的 任何 说 明 . 
至 于 其 余 谈 到 希腊 数学 的 著作 ,例如 詹 姆 士 :高 尔 (James Gow) 与 伊 
伏 -托马斯 (Ivor Thomas) 的 书 , 则 干脆 避免 触 及 引 理 及 主要 证 明 . 

我 自 硅 私人 藏 省 中 有 一 朋 《 汇 编 》 的 拉杆 文本 , 它 是 1659 年 由 
康 曼 地 诺 (Commandino) 从 希腊 文 译 来 的 -为 了 对 巴 布 斯 的 证 明说 上 
几 句 公道 话 , 人 们 必须 对 有 着 十 一 页 法 定 印张 , 密 馈 麻 麻 地 排 渍 小 字 
的 论文 来 -个 精耕细作 .从 其 中 搜索 出 巴 布 斯 要 说 些 什么 . 另 - - 方 
看 ,确实 人 存在 者 -一 部 上 遇 卷 的 法 文本 ,该 书 由 保罗 “，' 埃 克 
(Paul Ver Eecke) 忠实 详 出 ,精心 编辑 并 出 德 . 布 路 瓦 与 西 ( Desclée 
de Brouwer et Cie ) 印 书馆 于 1933 年 出 片 于 巴黎 . 书 中 ,十 足 有 有 19 页 
是 专门 描述 巴 布 斯 证 法 的 , 在 脚注 中 ,保罗 RE SESE EE 
$e + ANB ( Frederic Hultsch ) 的 德 译 本 ,后 者 共有 三 卷 ,1876 年 在 
柏林 出 版 . 

至 此 ,读者 已 经 得 到 授权 ,有 资格 了 解 巴 布 斯 所 用 技巧 的 大 要 . 
以 下 将 通过 四 幅 图 ( 淘 4 侍 图 7) 进行 简单 介绍 . 图 4 是 说 明 引 理 一 
的 ,该 图 自身 即 可 解释 清楚 KE - BL 一 BB', 这 一 关系 式 下 文 将 要 用 
上 - 这 一 结果 的 现代 说 法 是 ;把 点 工 与 K 取 为 关于 吾 的 反 透 射 点 . 
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在 图 5 中 ,圆心 在 4 点 的 圆 Fen 是 切 于 以 B7、BC 分 别 为 直径 
(上 了 在 BC 上) 的 两 个 半圆 弧 的 任意 圆 : 作 直径 HF 平行 于 和 ,其 余 
作法 看 图 就 懂 . 然后 .由 相似 三 角形 BC, BKH 与 BLF, BED, BI : 


下 与 至 . 巴 布 斯 由 此 而 得 出 = z + a. 由 于 KL 二 27 ,这 一 关 


BG 1 BL’ 
a BM BC 4- AD 
rg, BM _ , 
系 式 可 写作 了 BC — BD 


Ay BEA fh iE BA 4) EK PBS? DE BATS. 由 
相似 三 角形 BKH 与 rie 他 得 出 BK «Le = AM? XIE EC = pp ,他 
又 得 到 两 个 额外 关系 式 BL CD = BC + 2r LL BK + CD = BD > 2r. 
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LM 


我 们 现在 来 看 图 6. 如 图 , 圆 (4) 与 (P) 是 任意 两 个 相 切 的 圆 ,图 


心 4 与 P 在 BC 上 的 射影 分 别 为 M 与 N, 巴 布 斯 已 阅 明 比 3 与 各 


都 是 常数 , 且 等 于 到 二 25, 利 用 其 他 已 建立 起 来 的 引 理 并 在 相似 三 


角形 中 确认 合适 的 关系 式 ,他 发 现 PH = FB. 最 后 ,通过 更 巧妙 的 手 
段 , 巴 布 斯 成 功 地 证 明了 AMS MEN , 这 里 的 4 与 分 别 是 图 


(4) 与 圆 (7) 的 直径 . 


只 是 到 了 这 一 时 刻 , 巴 布 斯 才 开始 攻打 主要 定理 . 参看 图 7, 并 
利用 巴 布 斯 巧妙 地 发 现 的 引 理 ,我 们 将 能 找到 关系 BK LC = KL’, 
BK + IC = AM, 因而 KL = AM Mp =a. Ap 是 4 到 直线 BC 
A) BES. 设 poids 表示 第 二 圆 的 相应 元 素 , 则 最 后 的 引 理 将 给 出 


PEE 一 只 ,于 是 得 出 pp 一 24. 继续 接 问 样 方式 进行 ,我 们 即 可 得 


到 通过 反 演 变换 而 得 出 的 相间 结论 , 即 巴 布 斯 系列 中 ,任何 一 个 圆 的 
Bb BUSES BC 的 距离 等 于 其 半径 的 On 售 . 类 似 的 论证 也 可 以 应 用 
到 图 2 的 情形 ,结果 表明 ,所 求 距离 是 相应 半径 的 24 一 1 倍 . 

以 上 是 希 轩 所 作 的 ,说 明 巴 布 斯 究竟 怎样 搞 的 简略 提要 -. 它 告 诉 
我 们 , 巴 布 斯 怎样 建立 起 骨骼 ,并 在 其 建立 了 他 著名 的 圆 定理 . 如 
果 我 们 以 坚忍 不 拔 的 耐力 全 部 吃透 巴 布 斯 的 证 明 ,我 们 就 会 确信 巴 
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布 斯 真是 一 位 最 善于 处 理 几 何 图 形 的 天 才 . 
犹如 欧 儿 里 得 与 阿 基 米 德 , 巴 布 斯 纯粹 采用 几何 上 方法 来 证 明 他 
的 定理 ,只 是 偶尔 一 用 最 粗浅 的 代数 ,后 者 与 比例 式 相 较 并 不 见得 高 
了 明 多 少 . 我们 已 经 说 过 :假如 巴 布 斯 懂得 利用 反 演 藉 理 ,他 将 如 何 证 
明 其 著名 的 况 定 理 . 现在 不 妨 让 我 们 该 锭 ,和 藉 助 于 我 们 现时 的 蝎 灵 巧 
TEPER ER ,他 将 会 怎样 去 做 . ` 
对 图 8 采用 闫 的 记 法 . 设 3. 表示 任意 两 个 相 切 圆 的 中 心 (其 
半径 分 别 为 x 与 办 ;它们 夹 在 辐 量 48 与 4C( 其 圆心 为 0 与 P) 之 
IH). HR FLA aR DLE FE AB LEMUR. 今 A= R, AP =r, DF =m, 
EH = ny. 
HAR FO ~ FP = DO? - DP? ,我 们 得 出 
(R -~ AF) -- Gr - AFY = (RH - 2)? — G +r, 
或 
(R -r — 2AFPYICR ~-r) = (R+7)CR ?7 — 2r), 


P Peer R-- r na y â RoT 
TRA ar Roe AME ATRE 


eP 


A HF P O C B 


E itg 
= 一 一 - -一 pi Si ai 
HF = AF — AH = (2-- y) x 


现在 DE? = HE + CDF- BHY ,所 以 
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s T 2 
1 Q+’ = Cout D’ 十 (me — ny)? 


现在 把 三 角形 bOP 的 面积 先 用 海伦 公式 表 出 ,然后 再 用 传统 的 
“ 底 高 相 乘积 的 一 半 "来 表达 , 则 可 得 到 


Sirah — r— r) = mR, 
XTW ,对 三 角形 BH0, 有 


vV Rty (E — y— r) = ee 
2 ARR — 4) 
: X = Rr F mR — ry 
以 及 
z. ARr(R — r) 


YT Iar + eR r) 
方程 2 与 3 给 出 如 下 关系 

4 2 w(R—r)? + 4Rr 
E y mR — rY p AR 


现在 .1 式 可 以 化 为 下 述 形式 
(Z) cane + mcr — 09 + (2) caer + ate = 7 


= 2[2R + 2r? + mn R — ry]. 
它 与 4 式 一 起 考虑 ,可 以 得 出 
ACR — r)? = (R= Fm +R — 2m). 

BAs m— nai =t 2 hF om, MARITE 2 — m= 2. 

请 注意 ,DP EET A F eee a eM OE BE 
意 一 个 圆 的 圆心 ,而 其 比值 E 与 相继 切 加 (一 直 扩展 到 无 穷 ) 的 比 
值 都 得 遵循 模式 4 一 wm = 2 ,这 就 是 说 ,相继 比值 属于 一 个 公差 为 2 
的 算术 级 数 . 

无 论 用 几何 .代数 还 是 反 演 来 求解 ,在 过 了 许多 世纪 之 后 , 巴 布 
斯 图 定理 能 够 持续 地 激发 我 代 的 数学 想象 力 ,并 以 其 独特 的 优美 来 
引起 我 们 的 兴趣 . 
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@ 几 尔 实验 宝 


C] R- L- 格雷 汉 (R.L.Graham) 


Ver 亲手 A: LDA M8 FEE SR ALAR ESBS ANE MoO Tee HOC ADE 


设想 我 们 可 以 无 限制 供应 大 小 为 2X1 的 矩形 砖 块 ,并 打算 用 它 
SEB 2?X? 和 矩形 房间 的 地 概 . 当然 ,我 们 必须 完全 销 满 面积 为 xg F 
方 单位 的 地 板 , 而 旦 ,任意 两 块 砖 都 不 得 蛋 覃 . 例如 ,图 1 显示 的 便 是 
5X6 矩形 地 板 的 --- 种 铺 蕉 法 - 


5 
6 
1 a 2 
5X6 矩形 地 板 的 一 种 铺 砖 法 . 2rX9 FETE ABER. 


容易 看 出 ,如 果 这 种 砌 砖 法 存在 , 则 pg 必 为 偶数 ,因为 每 块 砖 的 
面积 等 于 2. 男 外 ,车 po ERK W p、g 中 至 少 有 一 个 偶数 , 壁 如 说 
p= 2r. 在 这 种 情况 下 ,我 们 可 以 像 图 2 ARE RE 
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mE g ig 


无 锋 砌 法 


仔细 察看 -下 图 ! ,我 们 就 会 注意 到 图 中 含有 一 条 “有 裂 钾 ”, 这 就 
是 说 ,有 一 条 完全 穿 过 矩形 的 直线 ,但 却 没有 穿 透 任何 砖 块 . 让 我 们 
把 不 包含 这 种 裂缝 的 砌 法 称 为 无 颖 砌 法 . 如 果 我 们 把 图 1 看 作 砖 墙 
的 横 截 面 , 那 就 很 清楚 为 什么 我 们 要 尽 其 避免 出 现 裂 缝 . 在 图 3 中 我 
们 给 出 了 Sxe 先 形 的 一 种 元 缝 砌 法 - | 


6 
3 
5x6 KEFE WENE. 


但 是 在 人 们 试图 造 出 6x6 矩形 的 无 颖 砌 法 时 出 现 了 奇妙 现象 - 
(鼓励 读者 在 往 下 阅读 之 前 找 - - 找 它 的 解法 . ) 对 4X6 IB HE 
同样 困难 . 种 实 上 ,对 这 两 种 情形 都 不 存在 无 缝 砌 法 !1 这 就 导致 一 个 
任何 数学 家 部 不 能 不 间 的 问题 9， 

究竟 哪 … 种 px g EEFE? 


回答 问题 
先 从 最 明显 的 事实 出 发 ,如 果 一 个 抠 形 根本 不 在 在 铺 砌 方法 (而 


OR. DF 个 更 … 般 的 问题 是 :一 个 X gy 矩形 究竟 有 几 种 不 同 的 无 链 砌 法 ? 但 此 
处 我 们 不 想 讨 伦 它 - 
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积 为 奇数 ), 那 它 当然 就 谈 不 上 什么 裂 锋 不 裂 杂 . 换言之 ,一 个 pxXg 
矩形 存在 无 颖 彻 法 的 必要 条 件 是 :mg 能 为 2 整除 - 


图 4 
2Xx%?) 拒 形 的 无 锋 砌 法 - 


”然而 .正如 我 们 已 看 到 的 情况 ,这 个 条 件 是 不 够 的 . 例如 ,假定 我 
们 试图 找 出 一 个 2X4 帘 形 ( 此 处 9 衬 2) 的 无 颖 铺 巷 法 . 如 图 4 所 示 ， 
在 该 矩形 的 左边 尽头 ,共有 了 喇 种 克 法 .但 是 ,不 沦 哪 一 种 砌 法 (由 于 *? 
六 2) 我 们 部 将 形成 一 条 垂直 的 裂 锋 . 因此 我 们 得 出 结论 :即便 其 面积 
ARS ,这 种 矩形 依旧 不 存在 无 缝 开 法 . 

类 伺 地 ,我 们 来 考察 在 铺 砌 3Xg 矩形 时 ,企图 避免 出 现 裂缝 的 
尝试 浆 将 如 何 . 这 时 ,从 根本 上 说 恰 有 两 种 办 法 米 铺 彻 怎 形 的 尽头 
CHL 5>. 

开始 时 如 果 照 人 Ga) 那样 铺 彻 将 是 根本 不 行 的 : 思 如 ?= 一 2 就 将 出 
R :条 水 平 裂缝 ,而 当 ge 时 又 会 出 现 一 条 和 王 直 发 颖 . 那么 ,如 果 段 
(6) 的 方式 来 铺 砖 ,情况 义 将 怎样 呢 ? 让 我 们 在 图 6 中 显示 其 各 种 呆 


(a) (b) 
5 
试图 铺 砌 3X g EÉ. 
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x» g q q 
(a) (b) (c) 


6 
继续 铺 砌 3X g RUIZ A) Sik. 


能 性 . 

如 前 所 述 , 情 况 (a) 将 会 出 现 裂 颖 ,必须 舍弃 - 镜 下 的 可 能 性 是 把 
第 1 号 砖 像 (b) 那 样 放 冒 . 可 是 ,这 将 迫使 把 第 2.3 Sec) ABE 
放 ,否则 势 将 无 法 填补 (b) 的 放 法 所 造成 的 缺口 . 现在 请 大 家 注意 图 
6(c) 模 式 的 右 侧 轮廓 ,实际 上 它 同 图 5(b) 的 形状 完全 相同 . 因此 ,我 
们 仅 不 过 是 把 图 5(b) 所 形成 的 缺口 问题 拖延 了 一 下 ,最 终 我 们 仍然 
面 对 开 始 时 的 情况 (毕竟 ,q 是 有 限 数 ) ,而 这 个 恼人 的 缺口 只 可 能 采 
用 图 6(a) 的 办 法 , 砌 上 一 块 垂直 的 砖 来 将 其 填 满 . 然而 ,这 事 一 旦 发 
生 , 我 们 马上 造成 了 ， -条 裂 颖 1 

因此 ,我 们 的 结论 是 :3xz 气 形 不 可 能 存在 无 颖 铺 巷 法 . 

采用 类 似 方式 (但 要 多 几 种 可 能 情况 ) 可 证 明 4Xg 窍 形 也 不 存 
EAE- (从 对 称 观点 可 知 , 这 意 球 着 p?X4 征 形 也 没有 无 缝 砌 
法 . ?这 时 ,人 们 也 许 抵挡 不 作 这 种 诱 感 , 即 把 以 上 结论 锥 广 到 5X4 
的 矩形 ,等 等 . 然而 ,这 是 不 对 的 ,因为 我 们 确实 已 找到 了 5X6 矩形 
HI FORE BD FETE. 

到 此 地 步 ,我 们 业已 证 明 一 个 pX q REE EEE BH — 
要 条 件 是 :2 与 都 必须 全 少 等 于 5. 

然而 ,这 仍然 解释 不 了 何以 6X6 正方 形 不 存在 无 颖 砌 法 . 这 个 
缺陷 后 来 被 困 隆 姆 与 杰 威 特 (R.I. Jewett) 的 出 色 论 证 填 平 了 . 
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图 了 
6x6 正方 形 中 的 潜在 裂缝 . 


暂且 假定 我 们 已 经 找到 设想 中 的 6X6 下 方形 的 无 继 砌 砖 法 . 在 
正方 形 中 存在 着 5 条 垂直 与 5 条 水 平 裂 锋线 ,我 们 假定 这 些 线 都 已 
被 砖 块 打 断 ( 见 图 7). 请 注意 每 块 夸 正好 打上 断 一 条 潜在 直线 . 再 进 -- 
步 看 ,( 这 是 至 关 紧 要 的 步 D) 如 果 任 意 一 条 有 裂缝 (如 像 图 7 中 的 十) 
正好 被 一 块 传 头 打 断 ,那么 在 此 线 两 边 的 剩余 区 域 , 其 面积 必然 是 奇 
数 ,这 是 由 于 组 成 它们 的 6Xt 托 形 都 去 掉 了 一 个 单位 正方 形 之 故 . 
然而 ,这 类 区 域 是 不 可 能 用 2X 1 砖 块 铺 确 的 . 由 此 可 见 , 每 :条 潜在 
的 裂 笑 直线 至 少 必须 用 二 块 砖 头 将 其 打 断 . 由 于 没有 一 块 砖头 能 打 
断 一 条 以 上 裂缝 线 ,所 以 全 少 必须 使 用 20 坪 砖头 . 然而 6X6 止 方形 
的 总 面积 也 不 过 36 ,可 是 20 块 砖头 的 面积 却 是 40! 填 是 ,我 们 引出 
TXE. 所 以 6X6 止 方形 的 无 缝 砌 砖 法 不 可 能 存在 . 

到 此 地 步 , 我 们 把 已 知事 实 总 结 如 下 :px9 和 撼 形 存在 无 锋 砌 砖 
法 的 必要 条 件 是 : 

1. pa HT LARK 2 整除 : 

2. p=5,g02>5; 

3. (p.9)34 (6,6). | 

令 人 惊讶 的 是 ,这 些 条 件 同 祥 也 是 充分 条 件 . 这 就 是 说 ,如 果 p 
4 满足 条 件 1,2,3, 则 px 矩形 必 有 一 种 无 锋 砌 法 . 要 证 明 此 理 的 一 
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种 办 法 是 从 较 小 的 无 缝 砌 法 起 头 ,例如 5x8,6X8 或 者 我 们 早先 说 
过 的 5X6, 从 后 再 在 它们 的 基础 上 构筑 起 较 大 的 无 缝 钢 法 . 例如 , 假 
定 我 们 已 经 有 了 个 ?Xg 矩形 的 砌 法 , 则 图 8 告诉 我 们 将 怎样 把 它 
扩展 成 (p 十 4)X +4) RUB. 对 任意 正 整 数 *、s. 一 个 与 此 相 类 似 的 
构造 法 将 能 把 原来 的 pX& 答 形 无 缝 砌 法 扩 屡 为 (p 十 27 十 2) x (g 十 s 
+D EÉ. 


大 们 无 疑 会 推测 使 用 其 他 尺寸 的 砖 块 (如 3X1, 或 7x5 的 ) 时 
无 颖 铺 砌 的 可 能 性 问题 . 初 看 起 来 ,要 明确 指出 怎么 样 的 ?Xa 矩形 
才能 得 到 合适 的 铺 砌 ,这 似乎 是 一 个 毫 无 希望 解决 的 困难 问题 . 然 
而 ,此 问题 却 有 着 令 人 惊异 的 圆满 回答 . 如 果 我 们 采用 的 砖 块 大 小 是 
<Xp 如 有 必要 ,我 们 可 以 改变 基 度 单位 , 阎 使 得 与 上 没有 大 于 1 
的 公 因 子 . (我 们 当然 也 假定 不 去 使 用 a= 二 1 的 那 种 砖 , 因 为 在 那 
种 情况 下 ,将 不 再 存在 无 颖 砌 法 ,除非 那 种 只 有 1 块 砖 的 肤浅 场合 1) 
类 似 于 前 面 所 述 的 结果 , 它 也 存在 两 种 基本 的 必要 条 件 ,其 一 是 有 关 
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可 除 性 的 条 件 ,其 二 是 有 关 大 小 的 问题 . 

说 到 可 除 性 ,要 铺 砌 一 个 矩形 AGRA. PERE 
面积 oq whl BE BK SER BR ab 整除 . 其 他 要 求 也 同样 必要 . 用 a 种 颜 
鱼 对 砖 块 与 矩形 以 一 各 适当 的 轮回 方式 进行 着 色 , 可 以 证 明 下 列 条 
件 是 必要 的 : 

V. a 与 5 都 必须 至 少 整除 pa 中 的 一 个 (这 个 条 件 要 
强 于 下 述 条 件 :% 整除 pg). 
至 于 大 小 问题 , 则 一 般 情况 同 以 前 说 过 的 条 件 2( 要 求 pgs) 
也 有 个 类 比 问 题 . 然而 ,新 情况 下 的 必要 条 件 却 是 颇 为 出 人 意料 的 : 
2 p 与 9 的 每 一 个 都 必须 至 少 有 两 种 方式 表 为 ra 十 
w 的 形式 ,此 处 ry HIER. 
基本 上 ,此 点 保证 了 在 用 砖 块 铺 历 矩形 于 有 足够 的 自由 度 , 而 不 必 老 
是 只 能 用 同样 数目 的 砖 块 作 水 平 或 垂直 配置 . 

条 件 2' 在 a 二 2,5 二 1 的 情况 下 就 简化 为 上 文 的 条 件 2, 这 是 由 
F 2,3,4 都 不 存在 两 种 形 如 xzX2 十 yX1,z,y 六 0 的 表示 法 ;然而 ,大 
于 5 的 任 一 整数 却 是 存在 的 ,例如 5 二 1X2 十 3X1 二 2X2 二 1X1, 等 
等 . 

奇妙 的 是 ,6X6 正方 形 不 可 能 用 2X1 做 抉 无 颖 铺 砌 是 唯一 的 
特异 例外 .在 上 所 有 其 他 大 小 讯 块 的 情况 下 ,只 要 pa 满足 必要 条 件 ， 
就 可 以 利用 上 面 已 所 到 的 技巧 ,通过 类 似 步 骤 得 到 无 缝 砌 法 . 

下 面 把 一 般 结果 综述 一 下 : 

定理 ”用 xz5 IR px a BE ARK E 

的 (我 们 假定 >a, H (a,b) = 1), 414 

V. a,b BARE p Ro 中 的 某 A; 

2’. 27. 都 能 至 少 用 两 种 方法 表示 为 za 十 好 ,zy 盖 0; 

3. Xfla,b}={1,2}. (29) 天 (6;6). 
这 一 时 时 的 详尽 证 法 其 实 不 难 , 我 们 把 它 留 给 热心 的 读者 .但 是 我 们 
站 民 一 下 s,m 至少 可 用 两 种 方法 表示 成 aty, 4 H44 ma 至 
少 可 用 -- 种 方法 表示 为 a+ yb BLE (a,b) = 1). 一 般 来 说 ,这 类 整数 
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并 不 -- 定 能 像 4 二 2,5 二 1 时 那样 可 形成 一 个 区 间 . 鲍 如 ,用 3X2 E 
块 可 以 对 11X18 或 14X15 和 矩形 无 缝 铺 砌 ,然而 对 12x12 BIB HI 
行 (11 王 3X3 十 2X1t 二 3X1 十 2X 4 有 两 种 表示 法 ,可 是 12=3x24+ 
2X3 只 有 一 种 ). 


还 要 点 什么 ? 


在 数学 这 一 行 里 司空 见 惯 的 是 :一 个 结果 往往 引出 * 个 更 多 的 
问题 . A:T RE RRA SR? 如 果 我 们 可 用 两 种 大 
小 的 砖 块 ,而 不 是 只 用 一 种 ,情况 又 将 如 何 ?在 三 维 或 更 高 维 空间 , 同 
样 的 问题 将 遏 到 什么 情况 ?如 果 每 条 裂 允 都 必须 至 少 用 两 块 砖 打 断 ， 
情况 将 怎么 样 ? 至 少 用 a 块 砖 打 断 呢 ? 在 这 个 课题 上 ,我 们 已 把 读者 
带 到 现 有 知识 的 前 沿 . 我 们 鼓 成 有 兴趣 的 读者 自己 去 探索 这 一 几何 
学 的 酮 鲜 小 径 , 为 他 自己 发 现 珍宝 , 它 一 定 静 静 地 等 待 着 发 现 它 的 
“伯乐 ”- 
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O 滑铁卢 大 学 


LI W -T -4 (W.T. Tutte) 


Stapan niece De ODDEN Yt AVMA MEY BAA. $ 


有 机 会 为 这 本 祝贺 马丁 - 加 德 纳 的 选集 撰写 文章 ,我 感到 十 分 
RE. 从 前 ,我 曾 在 《科学 美国 人 }? 杂 志 他 的 专栏 上 写 过 一 篇 专 稿 ,内 
容 是 把 第 形 分 解 为 若干 个 正方 形 的 问题 [77. 或 许 再 提供 另 一 篇 有 关 
图 形 分 割 的 文章 会 是 合适 的 . 

上 面 提 到 的 那 篇 文章 与 “正方形 集成 的 矩形 "有关 ,也 就 是 ,要 把 
定形 分 解 成 若干 个 正方 堪 . 一 个 矩形 或 人 正方形 ,如 果 被 分 割 为 许多 个 
不 相等 的 正方 形 时 , 则 分 别称 作 完 美和 矩形 或 完美 正方 形 . 那 篇 文章 的 
根据 是 Brooks, Smith ,Stone 和 Tutte 等 人 的 早期 研究 工作 ,站 于 1940 
年 发 表 在 4 杜 克 数 学 杂志 》 上 [27. 这 箱 早 期 论文 给 出 了 完美 正方 形 的 

-个 实例 ,并 介绍 了 -种 构 作 的 方法 (利用 对 称 子 图 ). 文中 还 有 一 个 
注 记 , 提 到 可 能 的 推广 . 其 中 的 -种 推广 是 研究 正二 角形 如 何 分 解 成 
其 他 下 二 角形 的 问题 . 对 此 ,我 后 来 又 写 了 两 篇 论文 ([ 果 与 [83), 另 
一 篇 论文 则 是 出 Brooks ,Smith ,Stone 4 Tutte PUA AS A031. 

我 没有 竺 何 理由 去 抱怨 数学 家 与 其 他 科学 家 竟 会 接纳 那么 多 
的 . 招 叫 形 分 解 成 正方 形 的 论文 - 他 们 对 电流 的 基 尔 翟 夫 定律 与 纯粹 
几何 的 分 割 问题 之 间 的 神奇 联系 全 都 感到 喜悦 非凡 . 但 是 ,看 来 似乎 
对 三 角形 分 解 问 题 就 缺乏 兴趣 了 . 然而 , 照 我 的 意见 ,三 角形 分 解 问 
题 其 实 是 气 形 分 解 为 正方 形 问 题 的 一 种 简单 与 巧妙 的 推广 . 在 本 文 
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的 其 余部 分 我 将 试图 证 明 这 -点 ,并 希望 能 唤醒 公众 对 此 问题 的 兴 
趣 , 而 这 种 分 解 是 理应 受到 重视 的 . 

在 我 们 讨论 图 形 分 割 为 正三 角形 时 ,原始 图 形 究 竞 是 三 角形 还 
是 平行 四 边 形 ( 其 内 角 为 60" 与 120") 是 无 关 紧 要 的 . 一 种 三 角形 分 
割 法 即 可 变 成 平行 四 边 形 分 割 法 ,只 要 删 去 一 个 组 成 三 角形 (在 一 个 
顶点 处 ) 并 加 上 另 一 个 .类似 地 ,平行 四 边 形 分 害 法 可 以 变 成 三 角形 
分割 法 ,只 要 在 两 条 邻接 的 边 上 添加 新 的 组 成 三 角形 . 

平行 四 边 形 分 割 问题 是 矩形 分 割 成 正方 形 问题 的 自然 类 比 . 设 
想 我 们 从 一 个 已 经 分 解 为 正方 形 的 窍 形 R 开始 ,将 它 进 行 切 变 使 之 
变 为 一 个 被 分 解 为 若干 个 萎 形 的 平行 四 边 形 . 每 个 萎 形 可 沿 着 一 条 
适当 对 角 线 进一步 分 解 为 两 个 全 等 的 正三 角形 . 这 样 一 来 ,被 分 解 为 
正方 形 的 矩形 R 就 转变 成 了 一 个 被 分 解 为 正三 角形 的 平行 四 边 形 
P. 正 是 苦于 此 种 观察 ,我 们 可 以 把 矩形 的 正方 形 分 解 理论 看 作 是 平 
行 四 边 形 的 正三 角形 分 解 理论 的 一 个 特例 . 

设 忆 是 一 个 完美 矩形 . 那么 ,把 尸 称 作 完美 平行 四 边 形 是 否 有 
意义 呢 ? 给 出 一 个 已 分 铀 为 若 千 个 正三 角形 的 三 角形 或 平行 四 边 形 ， 
我 们 可 以 把 它 的 一 边 看 作 “ 水 平 的 ”. 于 是 , 任 -- 组 成 三 角形 了 就 都 
具有 -条 水 平 边 . 每 个 三 角形 可 按 其 位 置 (在 它 的 水 平 边 之 上 侧 或 下 
MWR CHE. eA. 我们 还 应 规定 三 角形 了 的 “大 小 ”, 即 它 


的 每 边 长 度 . 其 前 的 正 、 负 号 则 取决 于 三 角形 的 正 负 定 向 . 有 了 这 些 - 


规定 之 后 ,我 们 就 可 以 说 ,如 果 任 意 两 个 组 成 过 角形 的 大 小 8 都 不 相 
同 , 则 这 种 三 角形 分 害 法 就 是 “完美 的 ”. 根据 这 一 定义 ,我 们 就 能 说 
AEREE R 经 过 切 变 之 后 能 得 出 一 -个 完美 平行 四 边 形 .由 中 
的 任意 正方 形变 换 出 来 的 P 中 的 两 个 全 等 三 角形 有 着 相反 的 定向 ， 
因而 其 大 小 视 为 不 相同 

图 1 给 出 了 - -个 不 能 从 完全 和 矩形 经 切 变 而 得 出 的 完美 平行 四 边 
形 . 在 文献 [6] 中 我 很 有 点 沾沾自喜 ,因为 这 个 平行 四 边 形 具 有 最 小 


O FHKE, 这 里 所 亩 的 大 小 ,不 权 指 绝对 值 ,还 应 包 桥 正 . 负 号 ， 
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个 数 的 组 成 三 角形 (一 具 汪 三 个 ), 叉 能 满足 洛 美 性 的 要 求 . A lal 
WE BA LE Fr HE ad YN] 题 进行 对 比 eB E HBT. TY. 5 
形 中 的 每 个 正方 形 都 可 以 切割 为 病 个 二 角形 .图 1 中 ,三 角形 中 所 标 
的 数字 表示 的 是 它 的 大 小 . 

在 关于 第 形 的 正方 形 分 割 的 论文 里, 讲 到 这 一 步 时 ,重用 一 张 贸 
来 显示 一 个 分 划 为 下 方形 的 定形 同 电网 络 的 关系 . 下 面 的 图 ! 在 平 
行 四 边 形 的 正三 角形 前 分 理论 中 也 实现 了 同一 目的 . eR E 
的 ”这 -修饰 词 应 按 广 义 去 理解 . 此 种 形式 的 “ 电 ?在 物理 学 中 尚 林 发 
现 ( 就 我 所 知 ) ,不 过 我 们 认为 它 能 够 在 有 向 图 中 流动 ,并 了 骤 从 基 尔 内 
夫 定 律 的 某 种 类 似 法 则 . 

平行 四 边 形 P 画 在 图 1 的 左边 ,相应 的 电网 络 画 在 右边 - 网络 
的 每 个 顶点 对 应 着 一 个 极 大 水 平 线段 , 它 来 自己 中 组 成 三 角形 的 
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BRK- FADE FR -KFVEL. 网 络 是 具有 方向 的 , 它 的 每 一 个 
箭头 ,也 叫 有 向 边 , 对 应 于 关中 的 一 个 组 成 三 角形 (箭头 方 血 从 三 角 
形 的 顶点 指向 底 边 ). 每 个 组 成 三 角形 的 大 小 写 在 六 中 对 应 箭头 的 
旁边 ,并 称 为 这 个 箭头 所 负载 的 电流 . 对 应 于 P 中 上 .下 两 条 水 平 边 
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的 N 中 的 顶点 被 分 别 叫做 ON 的 正极 与 负 梳 . 

我 们 注意 到 是 一 个 平衡 有 向 图 (“有 向 图 ”的 英语 单词 为 Di- 
graph , 它 是 directed graph 的 缩合 字 ). 平衡 的 意思 是 ,在 每 个 顶点 , 进 
入 的 箭头 数 与 发 出 的 箭头 数 相 等 . 不 难看 到 ,对 任意 PP 来 说 ,NN 是 个 
平面 图 , 它 可 以 描绘 在 平面 上 ,使 得 畴 绕 每 个 顶点 的 箭头 个 数 恰 恰 等 
THRE 疡 中 对 应 水 平 线段 的 三 角形 个 数 . 在 这 个 图 形 中 ,围绕 于 
每 个 预 点 的 入 射箭 头 与 发 出 箭头 必须 交替 地 出 现 .我们 称 具 有 这 一 - 
种 性 质 的 平面 图 为 交替 图 . 

在 N 的 每 -个 顶点 > ,所 有 指向 ”的 箭头 上 所 载 电流 之 和 称 为 
» 点 的 出 入 电流 .其 人 负 值 称 为 v RHE N BAe. 于 是 ,进入 正极 的 
电流 应 等 于 离开 人 负极 的 电流 ,它们 中 的 任 - -个 静 可 以 用 来 度量 P 的 
水 平 边 的 大 小 . 但是 ,在 任意 .- 个 非 极点 的 顶点 处 , 进 电流 与 出 六 
电流 为 零 ,而 所 请 的 出 电流 正 是 P 中 对 应 水 平 线段 上 有 基底 边 的 汪 
角形 的 边 长 的 有 了 向 数字 之 和 . 总 之 ,在 非 极点 的 顶点 处 的 电流 法 则 就 
基 我 们 对 基 尔 害 夫 第 :和 定律 的 模拟 规律 . 

让 我 们 定义 P 的 水 平 线段 的 电热 为 其 高 出 于 P 的 水 平底 边 的 
距离 . 沿 着 ? 的 一 条 斜 边 进行 量度 . 将 此 数 转 入 ,我们 称 之 为 对 应 
顶点 的 电势 - 与 一 个 箭头 忆 相 联系 的 普 的 顶点 分 别称 为 五 的 头 与 
AL ,箭头 的 方向 由 尾 指向 头 . 击 在 我 们 就 可 以 把 基 尔 替 大 第 一 定律 的 
常见 形式 叙述 如 下 : 沿 六 的 任 一 回路 ,不 问 笠 头 方 向 龟 ,总 的 电热 降 
落 为 零 .我 们 注意 到 ,一 个 第 头 所 载 的 电流 在 数值 上 等 于 从 尾 到 头 的 
电热 其 . 应 用 基 和 尔 霍 夫 第 二 定律 我 们 就 可 以 说 ,在 任意 闭合 回路 人 
PAM AS. 当然 我 们 事先 需要 约定 ,第 头 中 的 流 卉 ,如 与 选 定 
方向 相反 时 ,应 取 其 负 值 . | 


O FEE: FAM - 字 一 名 地 用 心 阅 读 , 并 仔细 领会 此 定义 ,以 消除 任何 妖 虚 利 这 
fe. 特别 应 注意 进 N 电流 不 是 由 发 出 去 的 稍 头 上 所 载 之 电流 米 定义 的 ， 

O 译 者 注 : 原文 如 此 .这 名 话说 得 不 严 窒 . 其 实际 意义 是 ,只 要 能 形成 回路 , 串 以 先 不 
ARRIA. 但 实际 计算 时 ,还 是 应 考 弄 箭头 方向 的 - 
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这 里 可 以 用 上 基 尔 霍 夫 定律 的 修正 形式 ,正如 其 传统 形式 可 用 
于 和 邱 形 的 正方形 彰 分 一 样 . 男 出 一 个 交替 图 ,在 每 个 顶点 至 少 有 四 个 
箭头 ,我 们 可 以 选择 关联 于 问 : “个 面 的 -一 对 顶点 作为 正 、 负 极点 , 然 
后 可 以 从 方程 组 解 出 一 系列 电流 . 再 像 图 ! 那样 , 回 过 头 去 求 出 相应 
AE = AaB PS}. 如 果 磁 上 好 运气 , 它 将 是 完美 的 平行 四 边 形 . 这 个 
过 程 的 完整 理论 证 明 也 许 很 困难 ,但 其 原理 却 十 分 清楚 . 

现在 有 可 能 从 交替 图 推出 正三 角形 分 割 的 ~… 些 性 质 . 例如 ,我 们 
可 从 欧 拉 多 面体 公式 推出 ,对 应 于 平行 四 边 形 的 正三 角形 剂 分 的 交 
普 图 要 末 包 含 一 个 2 边 的 面 ,要 未 一 个 非 极 点 的 顶点 只 与 4 个 箭头 
关联 .不 论 属 于 哪 一 种 情形 ,平行 四 边 形 的 组 成 三 角形 中 , 必 有 两 个 
是 合同 的 . 这 一 结论 导致 文献 [2) 中 的 严 拟 论 断 . 由 于 使 用 术语 的 差 
异 , 该 文 认为 :不 存在 完美 正三 角形 . 

考察 一 个 已 作 正 方形 分 剿 的 矩形 中 及 其 普通 电网 络 9. 假设 它 
通过 切 变形 成 - ' 个 已 作 正三 角形 分 割 的 平行 四 边 形 ,并 有 了 一 个 相 
应 的 网 络 N. 我 们 发 现 : 只 要 把 O 中 的 每 条 边 代 之 以 两 条 指向 相反 
的 箭头 ,就 可 从 6 得 出 x. 在 相应 的 交替 图 上 ,这 两 个 箭头 构成 了 一 
个 二 边 形 . 在 作 了 单位 电阻 的 假定 之 后 ,容易 看 出 ,在 入 上 起 作用 的 
基 尔 鹤 夫 定律 的 修正 形式 与 在 C 上 起 作用 的 该 定律 的 常见 形式 实 
际 上 完全 等 价 . 因此 ,矩形 的 正方 形 分 割 仍然 是 三 角形 分 解 理 论 的 一 
个 特例 . 

先前 在 研究 矩形 的 正方 形 分 割 中 所 得 到 的 一 些 成 果 在 目前 或 许 
会 引导 我 们 这 样 去 想 , 有 人 大 概 已 能 造 出 一 张 清单 ,其 中 列举 了 一 大 
批 已 作出 正三 角 剖 分 的 平行 四 边 形 了. 然而 ,实际 情况 并 非 如 比 . 

这 持 没 有 篇 幅 可 以 让 我 们 去 详细 讨论 无 向 图 6 RBA 
程 组 . 我 们 注意 到 这 一 理论 可 建立 在 图 的 基 尔 霍 夫 直 阵 KG) SE 
础 上 . 假定 9 的 各 个 顶点 可 列举 如 下 :ez 于 是 矩阵 KOR 
Aion 行列 . 它 的 第 j 个 对 角 元 是 把 m 与 其 他 项 点 连结 起 来 的 边 的 
个 数 , 而 : 行 与 ; 列 的 非 对 角 元 则 是 连结 v; 与 w 的 边 数 ,再 添上 - 
SAG. 由 此 可 见 ,K(6) 是 -个 对 称 矩 阵 ,每 行 与 每 列 上 各 个 元 素 之 
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和 都 是 零 . 

年 阵 - 树 图 定理 断言 ,如 果 我 们 从 KG)? 中 去 掉 第 j 行 与 第 IA, 
则 余下 来 的 矩阵 K;(9) 的 行列 式 是 8 的 生成 树 数 TG). 让 我 们 约定 
每 条 边 的 电阻 都 是 1 个 单位 ,并 从 中 选择 两 个 项 点 作为 正 、 负 极点 . 
把 TCG) 看 作 在 正极 进入 G 或 在 负极 离开 6 的 电流 大 小 是 便利 的 , 因 
为 这 样 一 来 ,在 各 条 边 上 的 电流 就 将 都 是 整数 . 这 些 电流 对 所 选 定 的 
极点 构成 了 G 中 的 完备 流动 ( 满 流 ). 这 一 满 流 中 的 电势 差 可 表 为 天 
(2) 中 某 些 子 定 阵 的 行列 式 , 再 适当 地 乘 上 十 + 或 一 19. 作为 其 特例 ， 
极点 之 间 的 电势 差 是 从 (6) 中 去 掉 对 应 于 极点 的 两 行 两 列 之 后 所 
得 的 子 抢 阵 的 行列 式 . 

所 有 这 些 东 西 都 可 以 令 人 满意 地 推广 到 有 向 图 的 不 对 称 电 学 理 
论 中 去 . 设 4 为 任 一 有 向 图 ,不 一 定 要 求 它 平 衡 . 有 CC)? 的 定义 同上 文 
一 样 . 第 ;个 对 角 元 是 从 其 他 顶点 指向 o 的 箭头 数 .i 行 j 列 上 的 非 
对 角 元 是 从 产 指 向 六 的 箭头 数 ,前 而 再 添上 一 个 负 叶 .. 我 们 须 注 意 
到 这 样 的 (9) 不 一 定 是 对 称 和 矩阵 ,同一 行 的 各 元 素 之 和 为 零 , 但 对 
列 来 讲 则 不 一 定 如 此 . 

我 们 可 以 像 以 前 一 样 地 定义 K;(G), 其 行列 式 是 6 的 生成 树 数 ， 
但 并 不 是 把 2 的 所 有 生成 树 都 计算 ,而 只 是 那些 每 条 边 都 从 v; 引出 
EKERI. 我 们 把 这 些 结构 称 为 o RAE OC 的 外 向 柑 枝 图 .G 的 
ERR ,其 中 每 条 边 都 指向 o 的 则 称 为 ”点 的 关于 G 的 内 向 树枝 
B. (在 无 向 图 的 场合 ,K;(G) 的 值 与 ; 无关, 但 在 有 向 图 的 场合 ,此 情 
RA A. ) 

让 我 们 选择 一 个 正极 o — ARAR o ARRE RER EEE 
正 形 式 以 计算 相应 的 电流 分 布 . EA v 的 电流 不 一 定 等 于 离开 v 的 
电流 . 尽管 如 此 ,我 们 仍然 能 找到 一 个 满 流 , 其 中 进入 v 的 电流 为 
detK, (中) 而 离开 v 的 电流 是 detK, (G). 六 (G) 中 一 些 适 家 的 子 和 矩阵 的 
行列 式 规 定 了 这 一 满 流 中 的 电流 与 电势 差 . 人 们 发 现 这 些 电流 与 电 


O 译 者 注 : 实际 上 就 是 代数 余子 式 . 
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势 差 全 是 整数 .两 极点 之 间 电 势 差 的 规则 与 前 面 所 说 的 一 - 栏 . 
作为 一 个 实例 ,让 我 们 来 看 图 2, 把 o AE ER v 选 作 负极 . 


相应 的 满 流 也 都 已 标明 . 
我 们 容易 验证 矩阵 (6G) 应 具有 下 列 形 状 ， 
2.0 一 1 一 ! 0 0 
一 1 1 0 0 0 0 
一 ] 一 1 3 0 一 1 0 
0 0 0 1 0 一 1 
0 一 1 0 0 j 0 
0 0 一 1 0 一 1 2 


让 我 们 用 了,(6) 表 示 点 w; 上 的 6 的 外 向 树枝 图 .不 论 通 过 观察 
图 2, 或 者 通过 计算 行列 式 detK1(G) 与 detKe(6) ,都 能 发 现 TCG) = 
6,7eCG) 一 3. 因而 图 2 中 标明 的 流 是 满 流 , 因 渤 入 的 流量 为 3 而 
离开 vs 的 流量 为 6. JA o Boe AAPA v Boos IGT KARZ HL 
革 为 0, 这 一 种 实 是 基 尔 霍 夫 第 一 定律 收 止 形式 的 直接 推论 . 

如 果 我 们 把 每 条 边 的 指向 都 颠倒 过 来 ,以 得 出 一 个 新 的 有 向 图 
8' ~ RY NARA ARMY? SWARM MICK. RNA 
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#(9) 代 之 以 它 的 转 骨 扼 阵 . 但 对 前 元 有 可 能 变动 . 若 BA 2 的 图 ， 
BU KG? H FIERE: 


2 一 1 一 1 0 0 0 
0 2 -1 0 -1 0 
-1 0 2 0 0 —] 
一 1 0 0 1 0 oF 
Q 0 一 1 0 2 一 】 
0 0 0—1 0 4 


RITE TG = 8, T = 9. K e 在 » 上 的 外 向 树枝 图 与 图 
G 在 *; 上 的 内 向 树枝 图 之 间 显然 存在 着 明显 的 一 一 对 应 关系 . 

当 我 但 把 理论 局 限于 平衡 有 向 图 时 ,可 以 避 开 许多 复杂 情况 . h 
于 尺 是 一 个 平衡 有 向 图 ,KCN) 的 元 素 . 无 论 在 每 一 行 上 或 每 一 到 
上 ,其 和 均 为 零 . 于 是 我 们 可 以 应 用 初等 行列 式 理论 证 明 , 行 列 式 
detK (NG j ERN 上 一 个 给 定 顶 点 + 的 外 向 树枝 图 个 数 , 对 每 个 
”都 是 相同 的 . 于 是 我 位 提 到 这 个 数 时 即 可 简单 地 称 为 w 的 树 数 了 
CN). 我 们 可 以 把 图 1 的 平衡 有 向 轿 取 作 一 个 实例 . 如 果 图 上 各 顶点 
按照 自 上 至 下 的 顺序 来 编号 , 则 有 
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- 1 3 -1 -1 0 


0 =I =] 3 —] 
0 0 一 上 一 】 2 


由 此 可 推 知 ,在 满 流 时 ,极点 之 间 的 电势 降落 为 


] 3 -1 —1 
一 上 3 时 一 20， 
一 1 一 1! 3 


于 是 我 们 推论 出 图 1 中 的 流 是 满 流 . 从 而 TCN) 等 于 进入 正极 的 电 
流 , 所 以 它 等 于 19. 

给 册 一 个 平衡 有 向 图 Y 之 后 ,我 们 可 以 把 它 药 所 有 箭头 完全 凑 
倒 , 从 而 得 到 … 个 有 向 图 N' .显然 ,N' 也 是 平衡 图 . 另外 ,如 果 六 E 
义 平 而 二 的 一 个 交替 图 . 则 w: 亦 然 . 但 既然 KCN' ) 仅 不 过 是 KCN) 
的 转 置 FREON OSTON). RE. I) A 的 每 个 顶点 来 说 ,内 向 树枝 
图 与 外 向 树 术 图 的 个 数 相等 . 

设 有 两 个 硕 点 在 与 N' 中 都 被 选 作 正 负 极点 ,现在 考察 两 个 
满 流 . 由 于 树 数 相等 ,所 以 在 两 个 图 中 ,进入 正极 的 电流 都 一 样 . 另 
外 ,两 个 极点 闻 的 电势 降落 也 -- 样 ,因为 ,在 w 中 , 它 是 由 对 称 于 证 
对 和 角 线 的 子 和 矩阵 的 行列 式 所 给 出 ,而 在 六 ' 中 则 由 该 矩阵 的 转 置 矩 
阵 的 行列 式 所 给 出 . 

如 果 六 对 应 本 一 个 有 正三 角形 前 分 的 平行 四 边 形 , 则 NW ORR. 
由 上 节 的 结果 ,可 知 平行 四 边 形 PP 与 2 应 具有 同样 的 大 小 和 形状 . 
不 幸 这 种 效应 不 能 通过 图 1 的 有 问 图 来 闭 明 . 把 它 的 箭头 全 部 颐 便 
之 后 , 仅 能 得 刘 一 个 与 原 图 辐 构 的 有 向 图 . 而 且 每 个 极点 在 此 同 构 下 
不 变 . ON 对 应 于 一 个 具有 止 方形 剂 分 的 矩形 , 则 PP 与 P' 对 应 于 BR 
的 两 种 切 法 . 在 切 变 时 ,我 们 茎 可 以 把 上 夯 的 水 平 边 向 左 移动 《相对 
于 下 面 的 水 平 边 而 言 ), 也 可 以 向 右 移 动 ，: 

在 文献 [6 的 478 页 上 . 画 出 了 对 应 于 一 个 交 蔡 图 六 的 两 个 平 
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行 四 边 形 己 与 性， 它们 都 已 作 了 完全 的 正二 角形 前 分 . 每 个 平行 四 
边 形 的 水 平 边 长 为 3441, 倾 斜 边 长 2999. 两 者 都 被 分 割 为 36 个 组 成 
三 角形 ,其 大 小 均 不 相同 . 两 者 都 有 两 个 合同 的 组 成 三 角形 ,其 边 长 
为 129. 但 除 此 之 外 ,再 也 没有 其 他 一 样 扩 赴 的 正三 角形 了 . 

与 平行 四 边 形 的 三 角形 前 分 理论 有 联系 的 不 对 称 或 有 丝 沁 的 电 
气 性 质 在 文献 C3]563591 中 有 更 详尽 的 讨论 .在 大 多 数 一 般 理论 中 ， 
”个 箭头 的 电导 (电阻 的 倒数 ?不 限于 1, 而 可 以 是 介 于 整数 之 间 的 
中 间 值 . 

具有 正方 形 分 割 的 矩形 有 两 条 互相 垂直 的 边 ,其 中 任 一 方向 都 
HAAKE. 两 种 不 同 选 法 将 会 导致 两 全 电 网络 4 与 G. 它们 之 间 
有 着 简单 的 联系 . 每 个 图 都 可 通过 添加 连接 极点 的 一 条 新 边 而 变 为 
完全 . 这 两 个 完全 网 络 { 通 常 称 作 。 网络 ) 是 平面 对 偶 图 形 . 由 于 两 个 
相应 的 电网 络 方程 组 会 得 出 同样 的 正方 形 分 前 模式 ,这 就 使 人 们 有 
理由 去 猜想 行列 式 detKi(G) 与 detk (CG) EMH. 现在 已 经 可 以 明 
确 肯定 这 个 想法 是 成 立 的 . 可 以 证 明 互 为 对 偶 的 平面 连通 图 具有 相 

在 三 角形 分 割 理 论 中 有 没有 与 一 对 对 偶 。 网 络 相对 应 的 东西 ? 
同 答 是 的 确 有 的 ,但 为 了 显示 它 ,我 们 必须 从 三 角 前 分 的 平行 四 边 形 
i UE A = fa Alot AYE = Aa. 作为 一 个 例子 ,我们 可 以 在 图 1 的 三 角 
前 分 平行 四 边 形 P 的 基础 上 添加 两 个 新 的 组 成 三 角形 ,于 是 就 得 出 
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PROTRREE RE 


了 图 4 PAA = feist oo E TAW. 

图 1 那个 电网 络 的 相应 修正 是 明白 易 懂 的 . 为 了 表示 大 小 等 于 
20 的 新 的 正三 角形 ,我 们 要 在 左边 新 添 一 个 销 头 , 其 指向 由 肾 来 的 
正极 蕊 到 原来 的 负极 了 . 相应 于 大 小 为 19 的 二 角形 ,我们 要 有 一 个 
新 顶点 以 及 自 Z 措 向 六 的 新 箭头 . 我 们 于 是 可 以 说 2 表示 有 三 
角 训 分 的 正三 角形 之 顶点 ,即使 这 个 项 点 并 不 是 严格 意义 下 的 水 平 
线段 . 

新 的 电网 络 中 的 电流 将 会 服从 其 尔 履 夫 定律 的 修正 形式 ,此 时 
了 作为 正极 而 了 作为 负极 . 从 引出 的 外 向 树枝 图 数 可 以 算出 为 
39, 它 是 分 割 的 二 角形 之 边 长 .从 了 (或 者 除 乡 以 外 的 任何 顶点 2 引出 
的 外 向 树枝 图 数 显然 为 零 . 这 对 应 于 下 列 事实 :在 2 点 进入 网 络 的 
电流 是 零 - 

在 电网 络 图 上 使 点 与 了 点 重合 将 带 来 一 些 方 便 , 这 样 -- 来 图 
形 会 显示 出 一 种 新 的 交替 图 M4. 原先 与 Z 关 联 的 第 头 吕 以 称 为 极 
前 ,在 图 上 将 用 - 根 打 上 交叉 记号 的 横 杠 来 标明 . 图 5 就 是 与 图 4 的 
于 角形 训 分 相对 应 的 这 类 电网 络 疼 . 其 中 各 个 顶点 与 三 角形 谢 分 中 
的 水 平 线段 相对 应 . 

图 4 与 图 5 显示 - 般 过 程 的 -个 实例 . SERRE MZ 
后 ,我 们 可 以 在 其 上 标 出 一 个 慨 箭 情 , 这 时 就 可 以 指望 从 它 推导 出 - 
个 相应 的 具有 三 角形 前 分 的 正三 角形 . 为 了 形成 对 应 的 电网 络 ,我 们 
要 在 2 中 分 离 出 它 的 屁 顶 点 Y ,并 重新 给 它 一 个 与 其 他 箭头 都 无 关 
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联 的 、 新 的 尾 顶点 么 这样 做 了 之 后 ,再 把 Z 取 作 新 的 正极 ,Y BER 
极 . 由 此 算得 之 电流 值 即 可 解释 为 各 个 组 成 三 角形 的 大 小 . (有 时 我 
们 会 算出 一 个 值 为 零 的 电流 ,这 时 就 将 引起 疑难 情况 - ) . 

加 到 图 4, 我 们 注意 到 它 的 组 成 三 角形 的 各 边 形成 了 三 族 平行 
线段 ,其 中 任 一 族 都 可 选 作 水 平 线 . 譬如 说 ,我 们 可 以 考虑 图 4 中 平 
行 于 左边 那 条 斜 边 的 线段 ,并 使 这 些 线段 与 另 一 个 电网 络 中 的 顶点 
相对 应 . 这 样 的 图形 已 在 图 6 中 表示 出 来 ,还 有 一 个 已 打上 标记 的 极 
边 . 至 于 对 应 于 右面 一 条 倾斜 边 的 一 族 线段 , 则 可 产生 图 7 那样 的 电 
网 络 . 

我 们 找到 了 三 个 不 同 的 电网 络 图 5. 图 6 和 图 7?, 它 们 都 载 有 同 
一 组 电流 . 交替 图 的 这 种 三 合 一 现象 可 看 作 和 拖 形 的 正方 形 分 割 理论 


中 对 偶 图 的 类 似 物 . 在 文献 [6 使 用 了 “triality” 这 个 单词 ,文献 [8] 中 
则 使 用 了 “trinity" 这 个 单词 . 产生 三 合 : -现象 的 三 个 图 在 文献 [8 中 
PIEH trine”9. 给 定 任 意 交 蔡 图 之 后 ,我们 可 以 直接 定义 它 的 三 
个 “三 合 ”图 ,而 不 必 绘 出 一 个 与 之 关联 的 三 角形 剖 分 图 . 在 文献 
C82 中 ,阐明 了 怎样 从 一 个 双 三 次 图 # 中 推导 出 交替 图 1 M, Ms 


O FAH: 这 几 个 英文 单词 都 反 有 "三 位 一 体 ?或 “三 合 一 ”的 意思 . 都 不 是 常用 词 而 
卫 词 形 各 和 异 , 相当 于 我 国 的 异体 汉字 . 作者 在 此 大 讲 特 讲 ,对 我 国 读 者 则 可 不 必 深 究 . 
164 


any 


来 ,并 讲 明了 从 三 合 -- 图 (联系 -一 个 特定 的 三 角形 剂 分 图 ) 又 怎样 找 
1 对 应 的 双 三 次 图 M. 

在 一 个 双 三 次 图 中 ,顶点 被 区 分 为 黑 , 白 两 类 ,每 条 边 把 一 个 白 
顶点 与 -个 黑 项 点 连结 起 来 . 此 外 , 面 可 以 有 3 色 { 例 如 红 . 绿 , 蓝 )， 
俯 而 每 茶 边 可 以 分 开 两 个 不 同色 的 面 .除了 三 色 的 各 种 不 同 排 询 之 
外 ,3 色 着 色 法 是 唯一 的 . 我 们 可 按 如 下 方法 作出 相应 的 三 位 一 体 图 
的 交 蔡 图 M. E A 的 每 个 红色 面 中 给 它 一 个 顶点 . 再 从 M 的 隔 开 
绿色 而 与 蓝 色 面 的 边 中 形成 它 的 箭头 . 每 个 箭头 的 方向 则 从 黑 的 一 
个 端点 指向 垢 的 ~ 个 端点 . 然后 ,把 每 个 箭头 都 加 以 延长 ,从 穿越 M 
的 邻接 红色 面 的 一 端 延长 到 该 面 中 所 包含 的 Wi 的 顶点 . 三 合 一 图 
的 其 他 成 员 也 可 作 类 似 之 定义 ,每 一 个 都 是 这 三 种 面色 的 一 种 重新 
排列 《在 文献 (8 中 也 给 出 了 二 全 一 图 的 定义 ,但 不 是 直接 利用 双 三 
KE M MERAH T EK HS E. 这 个 对 偶 图 是 球 的 一 个 三 角 痢 
分 . ) 

设 Mi 是 从 无 向 平面 图 s 中 把 每 条 边 代 之 以 两 条 相反 的 箭头 而 
得 出 之 图 , 后 来 发 现 二 合 一 图 的 为 : -个 成 员 ( 如 2:) 也 可 以 用 类 做 办 
法 从 NN 的 对 偶 图 中 导 得 . 三 合 - -图 的 第 三 个 成 员 是 N 的 中 间 图 的 
HAMER 这 一 观察 证 实 了 我 们 的 论断 :三 合 一 性 万 是 对 偶 性 的 
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一 种 真正 推广 - . l 

由 于 对 偶 剖 具有 相等 的 树 数 ,我们 可 以 指望 三 重 交 替 图 也 会 有 
着 相等 的 树 数 ,这 一 想法 确实 已 被 下 明 为 正确 . (在 文献 5 的 与 [8] 中 
给 出 了 证 明 ， -个 较 简 证 明 最 近 由 K. A. Berman 发 现 , 见 文献 [13. ) 

三 个 三 合 .一 交 蔡 图 M, Ms, M 所 共有 的 树 数 可 以 认为 是 有 关 双 
KE M 的 一 个 性 质 在 文献 C3] 中 由 M 的 结构 直接 给 出 了 它 的 解 
释 ,作为 匹配 的 计数 ,而 不 是 作为 树 的 计数 . 

在 这 里 结束 我 们 的 补充 说 明 看 来 是 时 候 了 . 对 进一步 研究 感 兴 
趣 的 读者 可 以 查阅 我 们 已 列 出 的 参考 文献 . 但 有 一 个 细节 需要 特别 
注意 - 在 一 角 化 分 宕 中 可 能 出 现 六 个 组 成 三 角形 交 于 - -点 的 衫 形 . 这 

一 点 称 为 “全 又 点 ERY FEB EA ESP. 其 时 ,四 
个 组 成 下 方形 交 于 该 点 ,无论 是 哪个 理论 ,通常 都 不 大 可 能 在- 
趣 的 实例 中 遭遇 -个 又 点 :除非 在 作 隐 中 强行 作出 某 些 对 称 处 置 . 但 
是 ,在 义 点 确实 证 现时 ， 那 就 有 必要 引入 新 的 规定 以 保证 仍 能 有 成 对 
的 对 偶 * 网络 或 肖 三 合 -- 的 三 个 交替 图 . SHAS ,我 们 要 对 义 点 处 
By a SRR SP RS}. 只 有 划分 后 的 子 线段 才能 同 电 网 络 的 顶 
点 一 一 对 并. 在 三 角形 的 场合 ,每 个 叉 点 是 三 条 最 大 水 平 线段 的 交 
点 . 其 规则 是 ,其 中 的 两 条 线段 (可 任意 选择 ) 需 要 继续 划分 . 


th 遗 

写作 本 文 晶 新 复活 了 我 对 平行 四 边 形 三 角 痢 分 的 兴趣 ,于 是 我 

马上 动手 再 算 它 一 .一 个 . 结果 我 算 了 两 例 ， ar 它们 都 值得 记录 下 

K. EAM AON = MB .其 阶 均 为 11 +. 每 个 平行 四 边 形 的 水 

平 边 长 为 401:, 斜 边 长 为 264. 同等 大 小 的 组 成 三 角形 ,在 一 个 图 形 中 

RER -个 图 形 中 就 不 含 出 现 . 对 我 来 说 ,同一 平行 四 边 形 有 着 

两 种 不 本 网 尘 美 二 前 化 分 解 , 又 符合 以 上 情况 的 ,只 知道 这 个 瞧 … 的 
例子 . 
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ee ar aa ed sR KR. RATA ERE- FRY ay 
从 - -图 得 出 另 一 图 . 这 些 网 络 与 它们 的 流量 都 已 在 图 8 与 图 9 中 给 
出 .我 已 校 验 过 ,图 中 之 流 是 满 流 - 在 此 两 图 中 ,X 是 正极 ,7 EH AR. 
进入 与 离开 Y 的 流量 为 401, 从 X 到 YY 的 电势 降落 为 264. 我 要， 
现在 ,读者 将 能 党 无 困难 地 从 电网 络 图 画 出 实际 的 三 角形 误 分 图 . 
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DO 3 mae + ipii A 4S (Doris Schattschneider) 


CANON Nis on DE ue ARARE ELERES. 


马丁 。 加 德 纳 的 专栏 "数学 游戏 ”的 最 吸引 人 的 方面 之 一 是 它 介 
绍 了 一 些 教学 问题 ,这 些 问题 是 为 了 引起 业余 爱好 者 们 的 兴趣 以 及 
鼓励 他 们 的 解 题 努 力 而 专门 设计 出 来 药 . 由 于 他 自己 的 一 贯 坚 持 , 加 
德 纳 自己 也 是 一 位 业余 数学 家 ,而 且 又 对 正规 的 数学 教育 并 未 表示 
多 大 敬意 一 -在 他 的 专栏 文章 里 ,对 数学 里 的 巨头 和 无 名 小 卒 的 业 
绩 都 是 一 视 同 仁 好 歌颂 ,他 们 的 和 名字 也 往往 并 驾 齐 驱 , 没 有 加 上 头衔 
以 资 区 别 . 业余 爱好 者 们 是 他 最 起 细 的 追随 者 ,他们 勇敢 地 校 受 一 些 
题 自 的 挑战 ,并 由 于 发 现 了 足以 与 其 吞 医 相 称 的 、 独 特 的 解 题 方法 而 
自得 其 乐 . 令 人 惊讶 的 是 ,他 们 虽然 缺乏 正规 的 数学 教育 ,但 这 往生 
是 其 长 处 而 非 短处 ,在 解决 问题 中 所 表现 出 来 的 巧妙 解法 有 时 竞 会 
RATEMA AZt- 

证 明 上 述 论 点 的 -一 个 突出 例子 是 加 德 纳 在 1975 年 7 月 所 写 的 
专栏 文章 * 用 凸 多 边 形 徒 块 铺 满 平 面 " 所 引起 的 后 果 . 该 文 激 起 理 查 
$B + PRR (Richard James) 的 强烈 兴趣 ,他 决定 在 解法 上 露 - - 手 . 其 
结果 是 ,他 的 浅显 的 方法 (与 人 们 熟悉 的 方法 不 - : 样 ?产生 了 一 种 正 
规 数学 体系 所 忽略 的 解 . 其 后 但 姆 土 作 出 新 发 现 的 报道 又 在 玛 乔 莉 
+ REBT (Marjorie Rice) 的 身上 引起 了 巨大 兴趣 ,她 以 坚 韦 不 拔 的 耐力 
对 之 进行 了 透 稳 研 究 ( 笔 大 部 分 是 在 她 家 厨房 里 的 锅 台 上 作出 的 )， 
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结果 终于 导致 一 系列 丰硕 新 成 果 的 出 现 . 约请 扎 写 本 文 的 邀请 使 我 
有 机 会 把 加 德 纳 的 一 篇 专栏 文章 所 造成 的 事件 细节 联系 起 来 一 一 这 
些 事件 目前 依然 在 平静 的 湖面 上 吹 起 涟 清 . 这 要 归功 于 成 于 上 万 的 
业余 爱好 者 ; 正 是 他 们 使 加 德 纳 的 专栏 文章 取得 了 这 样 的 成 功 . 

多 年 以 来 , 铺 砌 问题 一 直 是 加 德 纳 言 爱 的 课题 . 最 近 二 十 年 中 ， 
已 有 一 打 以 上 专栏 文章 用 了 很 大 篇 幅 来 讨论 它 - 怎样 用 一 些 薄 片 状 
的 东西 服 服 帖 帖 地 铺 满 某 个 给 定 的 平面 区 域 ,看 来 这 是 我 们 童年 时 
代 的 消 遗 之 一 . 即使 已 经 成 人 ,我 们 也 会 由 于 纯粹 娱乐 或 出 于 实际 需 
要 ,继续 被 这 些 砖 . 瓦 之 类 的 铺 砌 问题 所 吸引 . 一 个 最 基本 的 铺 砌 问 
题 是 "究竟 是 何 种 形状 的 吕 片 ,通过 不 断 重 复 使 用 ,可 以 铺 满 平 面 ， 
(EZ CER RA BB PRIS BRIERE HES 
不 需要 什么 数学 家 来 为 你 提供 “ 串 长 长 的 请 单 . FEE hE 
幅 工 艺 品 中 发 现 的 -- 些 形状 美丽 的 瓦 片 充分 表露 了 装饰 艺术 家 在 解 
决 该 问题 中 的 想象 能 力 - 对 我 们 的 问题 ,最 一 般 的 答案 迄今 还 是 未 知 
的 . 为 了 获得 部 分 解答 ,需要 对 瓦 片 的 形 杖 作出 一 些 规 证 ,而 这 些 问 
题 的 答案 也 在 寻 员 之 中 . 例如 我 们 有 如 下 一 些 问题 :如 果 素 片 是 由 正 


”方形 组 合 起 来 的 (多 连 骨 牌 ), 能 否 用 它们 铺 满 平面 ?如 果 由 正三 角形 


组 合 起 来 (复合 半角 块 ) ,情况 又 将 如 何 ? 由 正六 边 形 组 合 起 来 的 形状 
(多 连 六 边 形 ) 呢 ? 
加 德 纳 1975 年 7 月 的 文章 讨论 了 铺 央 是 西 多 边 形 的 问题 “f 
么 样 的 凸 多 边 形 能 铺 满 尝 面 ? PARIS F ALAE RAR 
证 做 到 这 一 点 . ”这 样 , 加 德 纳 选 中 了 一 个 已 被 许多 数学 家 研究 了 五 
十 多 年 并 被 宣布 已 经 彻底 解决 了 的 问题 . 容易 看 出 任何 二 角形 或 任 
何平 行 四 边 形 都 能 铺 满 六 面 ,但 是 上 是 五 边 形 或 边 数 更 多 的 凸 多 边 形 
却 并 不 是 都 能 做 得 到 . 例如 , 正 五 边 形 不 可 能 铺 满 平面 ,可 是 任何 五 
边 形 ,只 要 有 一 对 平行 边 就 能 办 得 到 . 正六 边 形 可 以 铺 满 ,但 别 的 -~ 
些 六 边 形 却 不 行 .七 边 形 或 边 数 更 多 的 刁 多 边 形 也 不 能 铺 满 . 最 后 的 
这 一 论 浙 曾 被 加 德 纳 宣布 为 “不 难 证 明 ”, 并 被 人 家 说 成 是 数学 上 的 
-个 “民间 的 定理 ”. 这样 一 来 ,每 个 人 都 在 引证 它 , 但 似乎 没有 一 个 
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人 能 给 出 它 的 一 个 完整 而 确切 的 证 明 . m, BL + JE X Ovan 
Niven ) 的 最 近 一 篇 文章 发 表 十 1978 年 12 月 号 的 《美国 数学 月 刊 》 
上 , 像 是 已 经 填补 了 数学 文献 方面 的 一 个 缺陷 ,提供 了 一 个 透彻 而 深 
Bi AR AT UE BF. 

加 德 纳 的 文章 茧 基于 有 + Be TA ACR. B. Kershner) 1968 年 的 
论文 ,该 文 对 问题 “什么 样 的 唔 多 边 形 可 以 铺 满 平 面 "的 一 切 答案 作 
i SR. 六 边 形 情况 下 的 完整 答案 ( 共 3 种 类 型 ) ,五 边 形 情况 下 
的 -- 部 分 答案 ( 共 5 种 类 型 ) 已 被 K， 米 因 哈 脱 (K. Reinhardt) 于 
1918 年 先后 发 现 . 克 希 纳 的 广 江 研 究 又 得 出 了 二 种 类 型 的 五 边 形 ， 
它们 也 都 能 够 铺 满 . 克 希 纳 感 到 这 张 表格 目前 已 经 完备 ( 见 图 1). 他 
对 于 该 问题 的 强烈 爱好 见于 - 封 曾 被 加 德 纳 引 证 过 的 信 ; ”由 于 很 难 
解释 的 某 些 原 因 . 我 被 这 个 铝 题 困扰 已 经 长 达 二 十 五 全 之 久 . 每 过 五 
年 ,上 年 ,我 就 要 作 某 种 尝试 ,企图 :- 举 解决 问题 .大约 其 年 以 前 :我 
终于 发 现 了 -种 分 析 五 边 形 铺 砌 可 能 性 的 方 使 小 法 , 它 要 比 来 因 哈 
脱 的 更 为 优越 . …… 这 项 研究 的 结果 是 ;发 现 了 男 外 三 种 类 型 的 三 边 
,它们 问 样 能 够 铺 满 平 面 ……: 这 些 铺 砌 方法 委 实 令 人 惊讶 之 至 . 
发 现 它们 的 存在 令 人 深 感 喜悦 . " 克 希 纳 对 本 问题 的 迷恋 后 来 被 证 明 
为 具有 感染 性 . 加 德 纳 的 讲解 把 该 问题 从 尘封 的 数学 杂志 里 (多 年 来 
已 经 无 人间 津 ，“ 请 ”了 出 来 ,把 它 置 于 广大 读者 之 手 , 其 中 也 包括 许 
多 趣 题 爱好 者 . 我 们 的 故事 就 打从 这 里 开始 . 

当 理 查 德 ， 售 姆 于 第 正 看 到 加 德 纳 的 文章 时 ,他 只 读 了 第 一 -部 
分 . 他 决定 在 继续 阅 完 文章 之 前 , 先 测 试 - -下 他 自己 的 解 题 技 能 . 他 
在 信 中 ( 考 克 塞 特 GH. S. M. Coxeter) 善 意向 笔者 提供 了 该 信件 ) 写 道 ; 
“在 读 完 加 德 纳 先生 和 的、 记述 克 希 纳 先生 八 种 铺 砌 五 边 形 的 文章 之 
前 、 我 决定 白 己 动 手 试 - +. Mb HAE EB Ry — #6 iE 
八 边 形 ( 用 正方 形 填 满 隙 缝 )》， 然 后 再 子 以 调整 以 便 改 用 五 边 形 取代 
下 方形 ( 需 和 将 正八 氨 形 移出 “格子 ”>， 转 为 “平行 "的 带 条 形状 )， 正 八 
边 形 正 好 可 以 大 衣 无 链 地 分 割 成 四 个 五 边 形 . 划分 法 可 以 记录 如 
下 : 
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. 2+ Cw D4 A = 360°, 
‘Hawbecead. 
. 2A + B= 2D + Ce 30°, 
'Ha=mbnce=d, 
图 1 
AT + 加 德 纳 在 1975 年 7 月 所 报道 的 ,能 够 铺 砌 平面 的 、 八 种 类 型 的 五 边 
形 . 


A= B= E=90° ,C=D=135° ,a=b=2c= 2e. 此 种 铺 历法 太 有 趣 了 ,不 

过 所 用 的 五 边 形 却 是 很 不 起 眼 的 . 旋转 正八 边 形 中 出 现 的 交叉 十 字 

(并 作 其 他 的 必要 调整 ) ,结果 就 产生 了 《五 边 形 以 及 图 2 HH 

法 ) "和 售 姆 土 把 他 的 发 现 送 给 马丁 。 加 德 纳 并 向 他 发 问 ;“ 你 是 否 同 
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意 克 希 纳 先生 遗漏 了 这 种 铺 砌 法 ?" 令 人 兴 音 的 消息 立即 由 加 德 纳 通 
FRG Ge ASE IL ee. mAr A mR ee DO BE 
RAE 1975 年 12 月 的 4 数学 游戏 ;专栏 上 发 表 出 来 ,告诉 了 读者 . 一 
位 业余 爱好 者 通过 一 个 新 发 现 的 例子 证 明 销 砌 五 边 形 的 那 张 清单 尚 
不 完全 . 是 否 还 存在 其 他 可 能 性 呢 ? 

也 许 在 这 里 可 以 稍为 渐 开 一 下 ,对 加 德 纳 传播 的 “数学 小 道 新 
闻 ”( 我 将 简单 地 记 之 为 MG*, 即 马 J，* 媚 德 纳 的 数学 小 道 新 闻 ,请 参 
看 图 39 me AW M. MG? 的 喻 喻 声 几 平 维持 了 一 年 ,经 常 有 大 批 
言 件 蜂 拥 而 至 ,还 有 电话 呼唤 与 私人 交谈 . 在 研究 或 撰写 专栏 文章 
时 ,加 德 纳 经 常 与 专家 学 者 或 掌握 这 个 课题 的 最 新 信息 者 频频 接触 . 
发 表 文 章 之 前 ,对 其 初稿 的 正确 与 否 先 征求 他 们 的 意见 . 反之 , 当 加 
德 纳 收 到 来 信 , 在 把 它 存 档 备查 之 前 ,但 先 要 把 复印 件 送 给 他 认为 对 
之 深 感 兴 超 的 人 . 通过 此 种 方式 ,最 新 消息 提供 给 了 那些 关心 者 ,发 
现 的 正确 性 经 过 核查 ,加 上 评论 后 退回 给 加 德 纳 , 更 重要 的 是 ,在 同 
一 问题 上 的 研究 者 通过 加 德 纳 而 彼此 有 了 联系 .HS.- M- BRE 
特 是 从 加 德 纳 那 里 获得 詹 姆 士 的 新 发 现 的 一 份 复印 件 的 , 正 是 从 考 
克 塞 特 那 里 我 得 知 该 发 现 的 信息 . 我 已 无 法 指 绝 在 这 个 问题 上 试 - 
试 自己 的 手艺 一 一 不 久 我 就 获得 可 以 铺 满 平面 的 一 族 五 边 形 所 应 满 
是 之 条 件 , 这 就 推广 了 入 姆 土 的 结果 ,他 送 给 加 德 纳 的 不 过 是 该 族 五 
边 形 中 的 - -个 个 别 例子 而 书 . 

按照 克 希 纳 的 记录 法 ,人 詹 姆 士 型 五 边 形 的 一 般 形 式 应 满足 下 列 
条 件 : 

4= 90, E= 180°— B, D 一 90" +5, 


c= 180-5, a=b rete. 


O 译 者 注 ， 原 文 为 Martin Gardners mathematical grapevine, H 7G Jy MGmg, 即 
MG2. 
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EES SLSR PRA E eT. 

MORE RE EADE E FE CH ERS h AEE A A ETT PS 
观察 一 下 五 边 形 能 否 取代 正方 形 的 位 置 . — ERD H RAE TE E E OE 进 
一 步 把 正八 边 形 分 割 为 二 边 形 , 最 终 得 出 了 一 个 以 前 没有 发 现 过 的 、 可 用 作 基 本 
铺 砌 材料 的 五 边 形 族 . 
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当 我 把 这 些 东 西 送 给 加 德 纳 与 考 到 塞 竺 之 后 ,我 发 现 自 己 已 变 
上 成 加 德 纳 “ 五 过 形 问题 "往来 信件 的 一 位 收 件 人 ,并 与 这 个 问题 上 的 
活跃 研究 家 们 取得 阴 接 联系 . 如 果 我 在 此 问题 上 的 日 尊 膨 大 的 文 
件 档 案 可 以 看 作 加 德 纳 的 … 篇 专栏 义 章 所 引起 的 读者 来 信 的 指示 
器 ,那么 他 的 梢 案 肯 定 会 装 满 几 间 房 子 ! 


图 3 
MG RUE TRA ail zea} 


Rey Bl Ae 1975 12 AW WR ACR a GE. HO 
EGS AERE I PRAY aS R ERR SE. ER RY + Hi 
WREEK ARHANT HEEE, BEEK ER 
渎 他 儿子 所 订 杂 志 的 第 :在 读音 . WW Ae a A 
文章 深 感 兴趣 ,并 匡 在 想 “ 如 果 克 希 纳 能 发 现 新 的 五 边 形 铺 砌 法 ,都 
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将 多 么 美妙 ”. 现在 , 读 完 了 詹 姆 圭 新 发 现 的 五 边 形 铺 法 之 后 ,她 的 兴 
趣 被 强烈 地 诱发 出 来 ,十 是 她 决定 开始 着 手 ,看 看 她 是 否 还 能 找到 其 
他 新 的 一 边 形 , 用 它们 来 铺 何 平面 “我 想 揭 好 地 了 解 这 些 诱 人 模式 ， 
看 看 我 是 否 还 能 找到 其 他 类 型 . 对 我 来 说 它 像 一 个 令 人 愉快 的 新 鲜 
疑 谜 ,我 在 考虑 怎样 才能 干 得 更 好 . ”她 的 研究 FERSEN 
工作 有 很 大 不 同 ,不 久之 后 就 对 该 问题 发 起 大 举 进攻 ,并 维持 了 两 年 
ZR. 
ES FRR] + 赖 斯 在 1939 年 中 学 毕业 ,除了 高 中 生 必 需 掌握 的 ，- 般 
数学 课程 之 外 .从 未 受过 正规 数学 教育 . 因此 ,在 她 面 对 挑 战 ,企图 发 
现 新 的 五 边 形 铺 码 方法 时 ,她 不 仅 需 要 搞 出 自己 的 进攻 方法 ,而 月 还 
得 发 明 她 自己 的 : 套 记 法 . 她 的 第 -- 步 工作 是 把 马 ]， 加 德 纳 的 有 
闫 五 边 形 铺 砌 的 专栏 文章 提供 的 全 部 信息 汇总 整理 -ELA 4). 
在 干 这 件 促 时 ,她 希望 能 够 发 现 这 些 五 边 形 及 其 铺 砌 法 应 该 满足 的 
共同 的 关系 . “首先 ,我 需要 了 解 这 九 种 类 型 究竟 差别 在 材 里 . 我 把 公 
式 ( 边 角 关 系 ) 写 在 … 张 3X5 卡片 上 ,再 把 10 只 五 边 形 画 在 另 一 张 
卡片 上 . 接着 我 用 颜色 铬 笔 在 五 边 形 内 画 线 以 表明 公式 里 的 信息 , 红 
线 表示 二 个 角 之 和 为 360", 蓝 线 表示 长 度 相 等 的 边 , 黑 线 表 示 四 个 
和 角 之 和 为 360", 绿 线 表 未 其 他 信息 ”. “现在 我 能 看 到 在 类 型 7 与 8 
中 ,每 个 顶点 都 要 被 一 条 红线 或 黑 线 磁 到 过 两 次 {图 上 的 挂钩 记号 算 
作 两 次 ). 如 果 我 在 类 型 1 或 2 中 用 -- 根 线 来 表示 诸 角 之 和 为 180"， 
则 每 一 顶点 将 被 一 根 线 碰 到 一 次 - 在 类 型 3 中 继续 用 此 种 方法 ,并 用 
记号 + oR PASO A MB RSP. FETE BAB 
之 间 要 作 三 条 直线 ,每 个 顶点 都 要 碰 上 三 次 - 于 是 我 看 到 ,对 任 一 模 
式 来 说 ,五 边 形 的 每 个 顶点 都 应 被 线 或 记号 触及 相同 的 次 数 ”. 
观察 到 在 铺 砌 中 ,天边 形 的 每 个 顶点 必须 用 上 同样 次 数 , 这 -- 点 
是 玛 东 莉 随 后 研究 的 关键 . 她 的 信息 表示 法 又 经 进一步 精练 ,只 把 必 
要 的 信息 保存 下 来 ,其 他 的 都 压缩 掉 ( 图 5). “我 使 用 的 符号 五 边 形 
很 便于 作 图 ”. ERE ORE PRAM UE NST 
用 线 连 起 来 . “这 种 记 法 是 我 开展 进一步 工作 的 钥匙 . 通过 角 项 的 标 
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Y are IA are sad 
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E A+ BAD = 560° AIC :A Erd 

FIBC ADTA r I2? wh Cre 
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PAG? Oe Oras” SIERI IGO ssh gee 


4 
PUAN 1 一 8 K ET ANT TE RG EE IA R FSI LAI RP Z A EGT R 


ICASE REH O FRE T ETE H FTR A RE ER 
下 来 ,只 需要 略 略 勾 上 上 几 笔 

翅 乔 莉 通 过 她 自己 的 方式 .发 明了 一 -种 处 理 大 量 信息 的 办 法 、 刷 
这 对 十 清查 各 种 可 能 呈现 的 产生 走边 形 铺 册 的 边 角 组 合 必 不 可 少 ， 
才学 家 全 为 了 客观 .简洁 BE m FD PP «EBS TS os BE HE 
N+ RHEE X. H PRRD RA EKA RBM RIE PE 
Cak SP FG BY MERE SH <r. FE ETE SE TR A TT BEY 
EADIE Pie se A BAP b ee a fe A 
“PRES [Hy OR. 

TP erly -FTA AE PE H TOUJE E — it, PS Ja BF EI 
FLU JE RE EALA EROF I BK. 五 边 形 的 各 个 角 顶 在 
铺 砌 时 的 会 聚 ,这 与 边 之 问 的 接触 ,这 些 伟 息 都 用 她 的 符 导 记录 下 
来 . 如 果 这 时 已 能 看 清楚 某 种 组 合 是 不 可 能 的 尝试 (不 能 得 到 -种 
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5 
班 莉 者。 整 斯 的 医 形 记录 法 t 记 FF 了 已 知 9 BOPP RHE A. 
这 是 她 个 部 土 作 的 关键 ， 


销 砌 ) 就 立即 把 它 勾 销 . 如 如 某 种 铺 砌 看 来 是 有 可 能 的 ,她 就 马上 把 
这 种 了 天边 撒 及 其 铺 硒 法 旭 划 下 来 . 
为 了 算得 更 快 .以 个 于 丛 查 新 到 于 的 五 边 形 ， 察看 它 hs fa E 
加 起 米 能 否 得 出 - AY TA E BB A FRAT TE 360° 按 18* 为 单 
位 来 划分 ,在 -只 小 的 量 角 器 上 标 好 刻度 . 用 了 这 种 单位 ,36* 角 即 可 
记 作 2,108" 角 可 记 作 6, 等 等 ,以 此 类 推 .“ 存 构筑 一 个 提交 试验 的 区 
边 形 时 ,我 通常 从 其 和 为 180* 的 两 个 角 开 始 ,例如 4(72°) 与 6 
(108°) ,然后 再 按 需 要 作 适 当 调 整 . 1975 年 忙碌 的 圣 省 季节 占用 了 
RSW HR 1 里 -有 到 就 去 想 这 个 问题 ,无 人 时 便 在 厨房 的 锅 
台 上 偷偷 画图 ,-- 有 人 来 就 马上 把 草 网 藏 起 来 ,因为 我 不 愿意 向 别人 
解释 我 这 是 在 干 啥 . 不 入 我 意识 到 - 些 有 趣 的 模式 是 有 铺 砌 可 能 性 
HERRER- - 步 的 探索 . 因为 我 正在 寻找 -种 新 的 类 型 . 儿 星期 
Lit RATER CE”. 
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2E + B= 2D +a 360° 
e=~b=c=md 


a 


图 6 
1976 年 2 卢 玛 草 者 ， 赖 斯 扫 现 的 五 边 形 铺 砌 图 案 的 -种 新 类 型 . 图 中 给 出 
了 五 边 形 所 能 取 的 堪 状 之 范围 以 及 由 此 种 类 型 中 的 一 个 代表 图 形 所 作出 之 铺 充 
WX. 由 边 长 成 黄 爹 分 割 比 的 五 决 形 所 拼 成 的 铺 克 图 案 , 是 埃 短 尔 型 美术 品 
“ 皮 荐 叶 中 的 蜜蜂 "的 基本 格子 ,设计 人 是 藉 斯 夫人 (参看 图 16A). 


O FHL: RETA AS HOR ASRA Hy Re RRA SRE 
一 本 著作 《数学 奇闻 录 站 1988 年 浙江 科技 出 版 社 刊行 》. 
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二 维 eB: 


1976 年 2 月 中 旬 , 到 乔 莉 把 她 的 发 现 寄 给 加 德 纳 , 信 中 附 有 草 
图 ,表明 了 五 边 形 所 能 取 的 形状 太 其 伸展 范围 .以 及 用 这 种 类 型 的 两 
个 代表 所 拼 成 的 镶嵌 图 案 ( 图 6). 她 写 道 ;* 这 种 五 边 形 我 确认 它 不 
间 于 您 所 列举 的 五 边 形 ,虽然 它 看 去 有 点 类 似 于 第 7 地 和 第 8 型. 
随 信 附 上 的 例子 中 .有 一 种 的 边 长 成 黄金 分 割 比 ,我 认为 这 是 个 极 
为 令 人 喜爱 的 图 案 ”. 加 人 德 纳 再 次 立即 通过 MG? 把 这 个 发 现 迅 速 告 
诉 …- 些 有 兴趣 的 小 团体 , 共 中 也 包括 我 和 交 希 纳 . 它 被 证 明确 实 是 能 
SRE EA AE a a B.S AA AAT. 
Ta) ath E 2 FE AC SE BY FR DAE th AR RP TOR A H. 
迅 形 作为 :种 可 能 类 型 加 以 研究 . TE A a POR I eh e 
于 伴 , 在 如 德 纳 的 专栏 里 没有 报道 这 个 发 现 , 而 只 是 把 它 归 档 笛 杠 . 
(作为 镶 姆 1: 的 铺 砌 法 所 引起 的 上 反响 :加 德 纳 也 还 收 到 过 其 他 这 多 来 
信 , 受 这 项 设 站 的 启发 而 产生 的 美南 图 案 中 EDLA AFTI -条 
编 纪 得 很 好 的 地 毯 , 清 参看 彩色 插图 v. ) 

当 我 考察 了 取代 莉 寄 送 给 加 德 峭 的 材料 .并 把 亡 辐 充 希 纳 的 第 
7 型 和 第 8 型 进行 比较 之 后 :发 现 似 乎 这 二 类 五 边 形 ( 我 把 她 的 五 这 
形 称 为 第 9 MARTE BAM -类 二 这 形 的 特例 . TERET KI 
待 龟 并 把 它 寄 给 如 德 纳 : “任何 具 有 四 条 等 长 边 术 具有 满足 关系 式 ; 
2P+Q— 360°, 2R + S= 360° WPI NA KISE PO R.S 的 无 边 形 , 部 
ie FH A ot.” REM E B. REE E -E Ari e Ae i E ETE 
T FRAY EL AED E ER ERGS. “TA V TBN TATR: A 
3 种 汀 能 铂 ( 只 有 8 种 方式 可 使 这 种 五 边 形 和 的 各 和 顶点 会 集 在 起 
并 满足 关系 式 2 十 如 一 360 ,28 上 一 360°)., 其 中 第 1.5.6.8 四 种 能 
够 铺 砌 半 厅 ,而 时 他 四 种 看 来 是 不 可 能 的 .第 6 HT BR TEI SB A Fo 
SP 180° 时 才 可 以 铺 砌 半 面 , 结 内 使 它 次 成 了 第 1 H. AT CK 
给 出 了 油 促 有趣 的 装配 第 ! 型 的 特殊 类 型 的 方法 ,请 看 随 信和 附 上 之 
草图 (到 7); 

这 是 我 从 玛 乔 和 那 里 收 到 的 第 一 封 人 ,我 第 一 次 碰 到 了 她 的 符 
号 以 及 通过 结构 来 检验 可 能 性 的 方法 . 它 与 数学 家 们 常用 的 传统 方 

180 


Akh && ad 


TTEN A HB (Schattschneider ?猜想 不 能 成 立 的 图 形 * 证 明 ”. 第 $ 更 五 边 形 
有 4 个 等 长 的 边 ,其 中 有 两 个 邻 角 之 和 为 180", 此 种 五 边 形 可 由 两 种 不 同方 式 组 
合 为 铺 开 集 成 块 (请 注意 穿越 虚线 时 铺 砌 法 的 改变 1. 


法 差异 太 大 了 ,以 至 我 眼 星 瞪 地 注视 着 图 形 ,企图 搞 慌 她 究竟 在 说 些 
什么 ,能 将 证 明 任 何 东 西 -她 所 提出 的 , 某 些 五 边 形 不 可 能 铺 满 平面 
的 “理由 ”仅仅 是 一 些小 小 草图 ,而 不 是 数学 家 们 所 需要 的 代数 或 儿 
何 论 证 . 也 许 是 由 于 它们 对 她 来 说 是 太 明 显 了 ,所 以 她 在 信 中 没有 对 
其 图 形 记 号 作出 任何 解释 . 在 她 的 表示 法 中 ,类 似 小 鸡 脚印 的 粗 线 记 
B> RK AR 2P 十 0 一 360",28 十 5 一 360*, 这 个 符号 把 满足 上 述 
关系 式 的 各 个 角 和 集中 聚集 在 铺 砌 图 案 的 一 个 顶点 的 周围; 连接 五 边 
形 各 和 角 顶 点 的 较 组 的 线 则 表示 余下 的 关系 式 ,指明 这 些 角 应 当 怎 样 
进行 拼合 , 请 回忆 一 下 ,五 边 形 的 内 角 和 是 540° ,连同 包括 PRS 
的 两 个 关系 式 ,就 意味 着 @ 十 8 十 27 一 360:, 这 里 了 便 是 五 边 形 的 第 
ETA. 她 认为 ,五 边 形 的 角 不 能 满足 更 多 的 关系 式 , 即 上 述 符号 已 
经 表示 了 和 角 之 间 的 所 有 关系 . 这 样 , 她 的 第 2 和 第 7 种 情形 被 排除 
了 ,因为 (如 她 的 第 头 所 示 ) 如 果 五 边 形 要 以 此 种 方法 去 铺 砌 平面 , 那 
就 不 得 不 增加 另外 的 关系 式 . 她 的 第 3 和 第 4 种 情形 也 是 办 不 到 的 
一 一 她 的 草图 说 明了 这 点. 对 我 来 说 ,通过 代数 方法 来 证 明 其 内 角 
满足 上 述 关系 的 五 边 形 不 可 能 存在 是 毫 无 困难 的 . 玛 乔 莉 绘 出 了 几 
个 例子 (应 用 第 6 种 五 边 形 来 铺 翻 ) ,在 每 个 例子 中 两 个 邻 角 之 和 似 
FAE 180" ,但 是 这 种 观察 结果 并 不 能 算 作 数学 证 明 . 在 试图 证 明 
这 一 观察 事实 时 ,我 发 现 假定 的 角度 关系 并 不 能 引出 这 一 事实 . 后 来 
还 是 克 希 纳 提 供 了 -- 个 巧妙 的 证 明 , 表 明了 全 的 “推广 正弦 与 余弦 定 
律 " 的 用 场 . 这 桩 事情 为 我 们 提供 了 一 个 突出 的 例证 , 它 能 说 明 业 余 
爱好 者 通过 其 直观 想象 与 观察 能 力 , 虽 然 只 利用 初等 数学 工具 也 能 
导致 正确 结论 ,但 要 作为 无 可 辩 驶 的 证 明 ,还 是 需要 更 高 深 的 数学 方 
法 与 训练 有 素 的 数学 教养 . 

剩 下 来 的 四 种 确实 可 以 销 硒 平面 ,但 它 早已 为 人 们 知晓 一 一 她 
的 第 1 与 第 8 型 分 别 是 克 希 纳 的 第 8 和 第 7 型 .她 的 第 5 型 是 她 的 
新 发 现 (第 9 型 ), 而 第 6 型 就 是 第 1 型 .于 是 ,狂想 被 彻底 处 理 掉 了 . 

玛 天 莉 既 然 巴 同 克 希 纳 和 我 建立 起 直接 联系 ,MG: 就 不 再 起 中 
间作 用 了 ,可 是 ,这 个 问题 的 进展 情况 仍然 随时 向 加 德 纳 通报 . 玛 乔 
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莉 无 疑 由 于 米 信 中 对 她 工作 的 热情 表扬 而 深 受 鼓舞 ,但 是 继续 吸引 
， 住 她 的 还 是 问题 本 身 . 虽然 她 忙于 家 务 ,但 她 不 断 地 探索 这 个 难题 ， 
” 挤 出 断断续续 的 时 间 来 复制 铺 砌 草图 ,反复 推荐 各 种 可 能 性 . 这 个 题 
目 犹 如 放 在 家 中 闲置 空房 里 的 .业已 拼 出 一 部 分 的 拼 板 游戏 一 一 专 
心思 索 一 阵子 ,得 到 了 一 个 小 小 的 满足 ,再 把 它 搁 一 搁 , 但 并 没有 忘 
记 它 , 它 会 再 度 引诱 你 去 推敲 ,加 上 几 顽 组件, 看 一 看 拼 好 的 图 案 . 

当 我 接受 (数学 杂志 ) 约 稿 ,请 我 写 一 篇 五 边 形 铺 砌 问题 专 稿 之 
后 ,我 就 要 求 玛 乔 莉 把 她 在 这 个 问题 上 所 做 过 的 一 切 工作 写 信 告诉 
我 ,并 通报 任何 新 结果 . 1976 年 3 月 ,我 收 到 了 她 用 以 进行 研究 的 、 经 
过 整理 的 分 析 方法 . 图 形 表 明 她 把 五 边 形 分 成 儿 组 ,每 一 组 对 应 着 一 
个 五 边 形 所 应 满足 的 内 角 关 系 . 这 些 内 角 关 系 式 ( 并 且 仅 是 这 些 关系 
式 ) 要 在 由 这 个 五 边 形 拼 成 的 铺 砌 图 案 中 得 到 反映 . 角 怎 样 拼合 也 就 
促 俩 人 们 去 考虑 在 五 边 形 的 边 长 方面 应 满足 什么 关系 . 第 一 组 称 为 
P1( 第 一 类 五 边 形 的 缩写 ) ,研究 的 是 每 个 角 在 铺 砌 图 案 的 一 个 顶点 
周围 只 “使 用 ”一 次 的 五 边 形 . 于 是 ,三 个 不 同 的 内 角 拼 合 起 来 ,它们 
的 和 就 是 360" ,两 个 剩 下 来 的 肉 角 拼 合 起 来 ,它们 的 和 便 是 180"- 只 
有 两 种 五 边 形 (第 1 型 与 第 2 型 ) 属 于 这 一 类 (图 8). 余下 来 的 12 个 
组 (在 标题 “P2? 的 下 面 编 为 1 至 12 号 ), 研 究 的 是 每 个 角 在 铺 砌 图 
案 的 不 同类 型 的 顶点 处 总 共 “ 使 用 ”过 两 次 的 五 边 形 . 在 这 张 清单 中 
的 第 12 组 就 是 玛 乔 莉 为 答复 我 的 猜想 而 在 早 些 时 候 写 信 告 诉 过 我 
的 东西 . 在 这 张 整理 过 的 清单 (图 9) 中 , 玛 乔 莉 解释 了 “要 进行 三 步 


8 
REGEN AS Rae. 其 中 五 边 形 的 每 个 内 角 在 铺 砌 图 案 的 每 个 顶点 
局 围 只 “使 用? 过 一 次 . 
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形成 P2 模式 的 12 组 五 边 形 . 3k ASE a EANA AE AHE” 
F 二 次 , 对 每 一 个 获得 成 功 的 内 角 组 合 方式 ,在 图 9A 与 图 OB 中 都 分 别 给 出 了 
其 体 的 铺 砌 草图 . 这 张 单子 以 及 各 种 铺 磅 法 汇集 是 玛 乔 莉 。 赖 斯 所 作出 的 第 二 
个 贡献- 
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试验 .第 一 步 要 判明 这 : -组 本 射 是 否 可 能 (第 5 和 第 6 组 就 不 可 能 ). 
然后 对 某 个 组 中 的 每 个 五 边 形 曾 出 草图 ,以 检查 适当 的 内 角 能 否 拼 
合 . 如 果 能 够 拼合 的 话 ,那么 五 边 形 的 哪 几 条 边 应 该 相等 就 变 得 很 清 
楚 . 最 后 - 步 是 ,这 些 角 能 否 安 成 特殊 的 角 一 如 果 能 , 那 就 吕 以 成 
HARA”. WS RE HED ABE OK RR EE iB E 
ARIE 5 NTT A ARTA ERE AAA RR A 
SS. ALANE Rt EAP ET A T E IE I E T T 
on OT A PE CAT 9A.9B). 在 她 的 铺 硒 清 单 中 ,第 [.2.4.6.7.8.9 型 
ABE IH SLE. 她 -一 共有 了 26 种 不 同 铺 砌 法 . 其 中 有 一 些 是 新 出 现 的 . 
第 3 je 5 LA RARELY AE GRIER E PRA A 10 型 ) 在 这 张 单 
ppi t EIER EW PRAY Dd eS 7 8g BB Be PTL A ah 
eee eee 时 . 则 五 边 形 的 每 个 内 角 势 将 被 用 上 三 次 . 
丰收 到 这 :信息 数 星期 后 , 玛 乔 莉 送 来 一 张 更 大 的 清单 . “在 重 
FER MIRA AY P2 模式 之 后 .我 发 现 遗 漏 了 一 些 , 于 是 我 
得 次 仔细 地 作 了 榨 查 , 谨 将 修正 清单 连同 其 实例 一 并 寄 上 . "她 的 修 
上 让 清单 中 歇 列 的 虽然 也 是 辣 拦 的 12 组 ,但 却 考 虑 了 更 多 的 情况 . 迄 
>t ARH 35 种 五 边 形 以 及 导致 平面 铺 砌 的 内 角 关 系 . RE Py A 
合 能 够 产生 两 种 以 上 不 同 铺 何 法 ,因而 这 张 清单 一 共 收入 了 45 幅 铺 
PA. 虽然 没有 发 现 新 的 铺 砌 类 型 ,但 可 以 铺 彻 的 五 边 形 总 数 大 大 ， 
址 扩展 了 .来 信 表 明 好 已 在 研究 P3 ARN 
每 个 内 角 使 用 上 一 次 ， Rss ac ler ieee alld 所 
以 把 余 |: 来 的 统统 检查 -所 所 需 的 工作 基 并 不 过 十 庞大 …… 在 它们 
中 间 ] 可 铺 合 的 五 边 形 有 第 3 型 .第 5 BOLL Be pt stk aw HS - 
种 类型 (第 10 型 )."， 
1976 10K. FRM ES TET A CBI -- 封 胀 鼓 鼓 的 信件 . 好 
Wik K M “(BRD ROP WCA TS Oth R g a H R i 
ae 共 58 Ap. Whe TAM HE TP MO I CH 
ee 分 为 12 组 . MELT IRL RE AG LR EE A i HE a 
HA 48. eas ot BY IR AL 了 她 的 研究 工作 的 彻底 性 . 
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十 种 类 型 五 边 形 中 的 每 一 个 都 给 出 了 具体 销 科 法 ,其 中 出 现 了 新 的 
拼合 法 . 她 用 一 句 话 作为 这 封 长 信 的 结尾 :… 刘 此 为 止 , 才 朴 学 浅 的 我 
已 经 走 到 了 尽头 . RUB SR TOR. 也 许 仍然 有 “ 些 东 西 没有 被 我 发 
EL. ” 
| A], Be BF Sp A — EE eS + RE tL 
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(Branko Grinbaum) #075 46 E - MY tE (Geoffrey Shephard) Ars Ht 
文 , 显 示 了 利用 第 1 至 第 5 型 五 边 形 的 24 种 块 传递 式 的 平面 铺 砌 
法 . 另外 , 信 中 还 附 有 我 为 《数学 杂志 ) 撰 写 的 五 边 形 铺 砌 问题 的 文章 
初稿 . 它 是 我 在 俄亥俄 州 牛 津 市 迈阿密 大 学 召开 的 游戏 数学 学 术 会 
议 上 所 作 之 讲演 的 扩充 改写 稿 . 29 BET + BERK Cohn H. Conway) Oy} 
席 了 这 个 会 议 , 他 对 该 问题 以 及 后 姆 十 与 赖 斯 的 贡献 表现 出 莫大 兴 
E. 他 承认 自己 也 曾 想 把 所 有 的 可 以 铺 砌 平面 的 五 边 形 统统 找 出 来 ， 
但 由 于 耗 时 太 多 而 终于 放弃 . 在 我 这 篇 文章 的 末尾 ,我 提出 了 几 个 很 
白 然 的 问题:“ 采 用 这 与 边 拼合 方式 的 ,可 以 铺 满 平 面 的 五 边 形 清单 
是 否 岂 经 完备 了 ?我 们 能 否 找 到 所 有 的 等 边 五 边 形 以 销 盔 平 面 ?” 
否 乔 莉 不 可 能 不 理 上 这 些 问题 . 1976 年 12 月 ,我 又 收 到 另 一 封 
a. 我 不 打算 在 五 边 形 问题 上 再 花 时 间 了 ,可 是 它们 并 不 是 很 容易 
搁 到 一 边 去 的 . "这 一 次 ,她 已 经 同 我 在 论文 中 所 提 到 的 问题 交 过 锋 ， 
在 回答 未 一 个 问题 时 ,她 已 世 出 了 所 有 用 等 边 的 五 边 形 作出 的 铺 砌 
图 案 以 及 铺 砌 法 所 要 求 满足 的 内 和 关系 起- 她 也 般 摸 过 第 一 个 问题 . 
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在 那 篇 文章 中 ,我 解释 过 五 边 形 的 “集成 块 推移 ? 铺 砌 法 . 因为 我 注意 
到 ,在 所 有 的 新 发 现 中 (其 中 有 克 希 纳 的 、 詹 姆 士 的 以 及 她 日 己 的 )， 
并 不 是 下 一 个 个 孤立 区 五 边 形 米 铺 彻 ,而 是 两 个 或 王 个 五 边 形 站 成 
集成 块 来 铺 个 . 这 个 概念 ,对 玛 乔 莉 来 说 是 新 鲜 的 ,于 是 她 重新 给 查 
了 她 所 有 的 铺 砌 法 ,其 中 第 个 图 案 使 是 用 两 个 五 边 形 组 成 -个 集 
成 岂 , 帮 又 注意 到 "它们 中 间 的 络 大 多 数 是 把 四 个 五 边 形 集成 为 2 个 
六 边 形 ,而 用 后 者 镀 满 平面 , 则 总 共有 6 种 办 法 ”集中 精力 研究 一 个 
集成 块 怎样 划分 为 四 个 全 等 的 五 边 形 , 这 使 她 又 发 现 了 -… 些 新 奇 的 
边 对 边 的 拼合 法 . 两 星期 后 (1976 年 12 月 27 日 一 圣诞 季节 似乎 
是 她 最 有 创造 性 的 时 刻 ! 终 十 传 来 令 人 兴奋 的 消息 :“ 我 一 直 在 利用 
这 概念 进行 探索 并 有 了 一 些 新 模式 . 令 我 振奋 的 是 ,2 种 新 类 型 是 具 
有 紧密 联系 的 . "她 真 的 发 现 了 第 11 型 和 第 12 型 . 相应 的 铺 砌 图 案 
PHS ATER CH 10). 

新 类 型 的 发 现在 她 对 2. 块 集成 推移 拼合 所 作 的 方法 论 分 析 中 
是 个 意外 收获 . 她 已 发 现 双 六 角形 可 按 9 种 不 同方 法 划分 为 4 个 全 
等 的 五 边 形 (图 11), 这 些 划 分 及 多 种 铺 砌 大 大 直 贸 了 杀 谋 图 案 , 使 
五 边 形 的 不 同 刍 砌 法 (这 些 销 砌 法 都 是 "2- 块 集成 推移 式 ” 的 ) 总 数 超 
过 五 十 种 . 整个 春天 她 坚持 亿 随 这 个 新 概念 进行 工作 ,发 现 了 3- 块 
集成 其 至 IRA RR Fe. 

原先 由 MG? 传播 信息 的 LE a A ER ee AR AT 
ie BREE TA NRL RAY ARDEI A R T 
POSURE PFE te AE T RERI Se Ss. ABR BY a 
1h a Wade A BAR R TE E A es ER + 楼 克 斯 
(George Szekeres) Wi TE 4S - #r2r $E (Michael Hirschhorn) fy FR F 
县 得 了 很 好 进展 . - - RY SEA A fe A OR A r R T 
HCE BES Fp a WT UK AFR TTY Be By A Be” aA 
FE). ABS OR Bg TE AC SL A FE Pe RS T Aa A g 
RAR EHEER OS AE ETERS 
重 旋转 对 称 性 (图 12). 
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11 
研究 “ 双 六 边 形 ” 集 成 块 (这 里 用 符号 表示 ) 怎 样 划分 为 四 个 全 等 五 边 形 . 探 
讨 这 种 双 六 边 形 块 铺 砌 平面 的 方式 ,其 结果 产生 了 一 批 五 边 形 的 新 铺 砌 图 案 . 
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TASER + ABBAS SR BSS ,所 用 元 件 是 - -个 等 边 的 五 连 形 . 
它 已 被 如 工 精制 成 银 质 挂件 . 


1977 ERE, RS aR MS: PERMA 
谢 泼 德 的 论文 “平面 的 81 PASE re RB”. 论文 中 附 有 绘制 精巧 的 81 
FAS Ir] BBD ARN. REI Tp BD A REA E iT a SR ER 
可 以 进步 分 解 为 若干 个 全 等 五 边 形 的 办 法 ,从 而 得 出 - 些 新 的 五 
边 形 铺 砌 图 案 - 整个 秋季 ,她 继续 进行 着 以 往 的 工作 ,并 以 一 种 远 非 
我 所 能 企及 的 熟练 技巧 运用 着 格 隆 包 姆 与 谢 泼 德 的 论文 “ 格 隆 色 姆 
与 谢 泌 德 的 等 面 铺 砌 图 真是 太 有 趣 了 . 我 已 把 它 摘 录 成 4 页 篇 幅 以 
EEH” 事实 上 ,她 确实 已 把 格 隆 包 姆 一 谢 该 德 改制 为 符 导 标志 的 
fe) HB) E EE R K R AR a S PE Fh Be OT a) TO BEY PE 
13). AF A AE Bey Ah FER SB RFE SA TTD A FF 又 
AR fH THY HS. 

当 她 把 RRA A E TAER RA Ee Ke BE RT IB i 1977 
年 的 圣诞 季节 . 那 引 是 再 度 出 现 的 圣诞 奇迹 .“ 正 好 两 星期 之 前 ,这 种 
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图 13 
CEKO KI fe wnh 81 种 等 击 铺 硒 " 再 的 岂 种 形态 铺 型 图案 - 
作者 为 拖 站 古 ， 格 隆 包 灵 与 术 绅 旦 ， 谢 淡 德 ( 见 便桥 才学 会 数学 论文 汇编 :1977 
年 9 对 号 ,第 190 -191 St). C FORM hi SA RAT + MB ee a 
FEIER- 
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=e: 


PA ERR GRA AD AHH). PRP CRI 4K 
UTE 4 7, eS He 90°. SRT TE R AN ESR ANS BY 
不 - - 样 . EE AE BTS B 1328 Ha IE SS BE 
常 有 趣 的 模式 一 一 连锁 蝴蝶 结 ,由 四 只 五 边 形 结合 而 成 . 此 时 ,我 正 
好 接 记 我 那 簿 文章 的 校 样 ,因此 就 有 可 能 在 止 式 刊 出 之 前 把 这 一 最 
新 发 现 增补 进去 .发 表 在 4 数学 杂志 》1978 年 1 月 号 这 -期 上 的 论 
文 , 对 能 铺 广 平面 的 五 边 形 作 了 极 充 分 的 讨论 , 备 述 各 项 数学 细节 , ) 


| 
| | 
Se | 
Se 
~. 
} b 
2 A 
d D2 
e 
B= E= 90° 
7A + D = 316" 
2C + D= 360° 
ase 
ti+e=d 
14 


ES Fe A] + MTA 1977 年 12 月 所 发 现 的 第 13 Bol ee May Hae. 
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LE EE i 


FIF A XA ET ERR R A BA a ee 
试 ,要 看 -看 她 能 否 把 所 有 可 以 铺 砌 平面 的 五 边 形 统统 找 出 来 . 虽然 
她 的 证 明 党 起 是 不 完备 的 ,可 是 她 对 所 有 的 2- 块 与 3- 块 模式 所 作 
MH CHAS RARE ER PM LERAKME TY. 也 许 : 当 这 一 
BK BEDE Zt eS A Hie a 8 V1 A E te Td 
可 作出 回答 . Ae RB PA A BE RE oy — E SE Th 
TAFE AB CSR Al 7 CEC RS A OIE X E fr PL BAD. 他 的 办 法 是 用 
计算 机 证 明 ,采取 的 手段 是 排除 各 种 可 能 出 现 的 角 关 系 式 . 

{i} PASS FET FEE KT PEAT AE Ra ee TA 
MRAZE EKEN T FR M A FE SS RR te HK 
AT TP ARS TAL. SE TOBE MRS As R AH teh th (NS A ee OT E A 
样 , 深 受 加 德 纳 著作 的 启发 - 

她 于 1923 年 出 生 在 佛罗里达 州 提 对 坡 得 堡 , 是 家 庭 里 的 老大 . 
HUT, aE Fae RE RE -所 只 有 - 回 课 堂 的 光村 小 学 
从 - ` 乍 级 到 八 年 级 ,总共 人 大 约 有 五 打 学 年 “ 我 件 京 希望 我 有 -个 良 
好 的 开端 :好 在 家 庭 里 就 把 我 教 得 很 好 ,内 此 我 被 插 到 一 年 级 小 忆 ” 
兄 是 一 个 晒 尘 的 孩子 ,喜爱 读书 必 很 容易 被 节 中 的 情节 或 我 看 己 的 
:4 上 梦 吸 引 件 ,几乎 筷 掉 了 周围 的 世界 ”. pen PRE REAR BR A 
ARS FERIA FRR EAR RE IE i AY A”. “GRRL RE 
的 色彩 .模式 与 设计 深 感 兴趣 ,梦想 有 朝 一 日 成 为 一 位 艺术 家 ……” 
在 这 上 所 学 校 的 后 见 件 ,她 在 两 位 很 好 的 老师 基 赛 (Keasey) 小 姐 与 提 
K Wi Timmons) shif AR EA RER, e ATT -所 简陋 的 乡村 小 
学 的 种 种 缺 胸 .” 

“在 我 读 6 年 级 或 7 年 级 时 ,我 们 的 老师 有 -天 指 着 油 茵 镜框， 
向 我 们 介绍 了 黄金 分 割 比 . 它 几 乎 与 上 抓 住 了 我 的 想象 力 - 这 点 是 - 
HERH RAKIA R. 证 来 几 年 .我 阅读 了 各 种 领域 购 知 
WTF # 别 感 兴趣 的 是 建筑 学 以 及 建筑 设计 师 们 的 中 想 EE AQ A TA 
斯 特 . A $ (Buckminster Fuller) 等 大师 . 后 米 , 我 在 阅读 时 再 次 过 到 
黄 金 分 割 ,思索 了 它 在 绘画 与 设计 中 的 应 用 . 对 我 特别 有 帮助 .有 房 
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- #48 


fl 15 


玲 乔 莉 。 赖 斯 设计 的 一 个 美观 欧 村 称 铺 议 图 案 . 自 中 心 向 外 辐射 , 扩 及 到 企 
平面 . SB Re Ae Se BRA RE 与 三 只 120° 角 . 


Ait Be BET + ER CMatila Ghyka) 所 写 的 《艺术 与 生活 中 的 几何 
学 六 " 玛 乔 莉 对 艺术 的 兴趣 经 久 不 衰 ,她 变 得 对 织品 设计 以 及 M. CC. 
埃 歇 尔 的 作品 特别 感 兴趣 . 在 她 探索 五 边 形 问 题 及 其 铺 历法 时 ,她 制 
作 了 一 些 美观 的 几何 图 案 以 及 富 于 想象 力 的 、 埃 葡 尔 式 的 作品 (图 
15 及 图 16). l 

EER HET wh RR ER T AP A AY AE Se & 
市 . 玛 乔 和 性 涛 兰 多 高 级 中 学 里 学 了 速记 与 打字 ,准备 就 业 ,但 这 两 
种 技能 都 未 学 好 . 她 很 后 悔 ,除了 必需 的 一 般 课程 之 外 ,没有 进一步 
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图 18A 
“EPSP BEE IAN PEA HRP COE OD. 


图 IE 
SSSR A) > WATIA WTR fin. FEU fo] HERO K ae BY 
形 新 型 铺 砌 疼 . (M. C RKA E A Sel — AR EE A Fd eb f 
REEF Ta E EPEAT D 
{97 


| 图 16B 
所 到 构图 基 本 格子 (参看 彩色 播 | 鞋 工 》. 
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学 二 数学 . 16 岁 高 中 毕业 后 她 先是 受 雇 寺 -家 洗衣 房 , 后 来 叉 转 到 
一 家 小 印刷 所 , 直至 1945 年 与 吉尔 伯 特 ， 赖 斯 (Gilbert Rice) 结 婚 . 
“在 那些 年 头 , 我 经 常 跑 公 共 图 书馆 . 污 丁 症 信 有关 科学 ,心理 学 与 学 
校 里 没有 学 过 的 其 他 课程 . 并 卫 开 始 了 应 用 艺术 的 沙 授 学 习 …….” 
TERI RHR K Fh EG i i ERKE E b E A e E H Ea R TH. 
“对 我 们 米 说 ,这 些 年 头 是 忙 得 不 可 开 安 的 "一 这 SERR]. 赖 
斯 夫妻-- 共 生 了 五 个 侯 子 , 青 尔 伯 特 也 升 起 了 他 的 久 字 店 . 到 芥 莉 是 


ce 


4 


16C 
ES E AB TS Ep FAT I OD. 
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被 她 的 儿子 们 拉 进 数学 里 的 “ 当 我 的 大 儿子 戴 维 (Davia) 进 初中 时 ， 
“新 数学 运动 ' 兴 起 ,开始 进入 学 堂 …… 我 想 污 他 的 课本 并 与 之 保持 
同步 ,他 也 鼓励 我 这 样 敌 ,但 这 些 日 子 家 务 繁忙 ,不 久 我 就 感到 自己 
落后 了 - -大 截 ,放弃 了 这 个 念头. 尽管 如 此 ,我 对 数学 课 的 兴趣 时 斯 
时 续 , 我 经 常 能 通过 一 些 不 正规 的 办 法 找 出 他 的 问题 的 答案 . 因为 我 
不 知道 正当 的 步 又 究竟 是 什么 . 他 同 我 一 起 做 他 在 班 上 学 到 的 数学 
游戏 ,例如 六 角形 游戏 Hex, THEI IPO” 

“我 喜欢 各 种 各 样 的 证 题 , 十 字谜 , 拼 板 游戏 ,数学 谜 题 与 游戏 ， 
多 年 来 买 进 一 批 数学 游戏 书 . 尤其 爱好 其 中 几何 味道 特别 浓 的 东西 . 
因此 , 当 我 儿子 订阅 的 《科学 美国 人 》 杂 志 到 达 时 ,我 马上 就 翻 到 马丁 
* 加 德 纳 的 数学 游戏 :专栏 " 她 对 这 类 游戏 的 专注 程度 ,对 形状 、 比 
例 与 图 案 设计 的 敏锐 观察 力 在 下 面 的 一 段 话 里 作 了 充分 表达 , 那 是 
她 最 近 一 次 旅游 生活 的 记述 :“1974 年 11 月 ,我 和 我 的 丈夫 开始 作 
环球 旅行 …… 我 对 风格 特异 、 为 我 们 不 熟悉 的 各 种 设计 .比例 表现 了 
莫大 的 兴趣 与 好 奇 . 不 论 到 哪里 ,我 总 是 要 把 房屋 ,门窗 、 空 间 分 隔 、 
窗 格 图 案 …… 的 各 种 比例 记 入 笔记 本 . 我 特别 欣赏 那些 令 人 愉快 . 色 
彩 绮 页 的 纺织 唱 设 计 图 案 ,此 种 大 胆 的 设计 在 加 纳 和 尼日利亚 等 非 
洲 国家 经 常 可 见 "“ 在 这 次 旅行 生活 中 ,我 们 尽 基 碱 轻 行 装 …-… 但 我 
还 是 偷偷 藏 进 一 本 小 册子 ,L. H. Longley-Cook 出 版 的 《把 这 个 题目 解 
出 来 ! 105 个 诱 人 的 动 篇 盘问 题 》, 当 我 们 长 时 间 等 候车 , 船 时 , 想 想 
这 些 同 题 ,时 间 就 会 过 得 飞快 ……. ” 

这 些 业余 爱好 者 的 长 处 是 其 心理 与 精神 状态 一 一 强烈 的 创 根 问 
底 精神 以 及 对 他 们 见 到 的 一 切 事物 的 敏锐 观察 力 . 任何 正规 教育 造 
就 不 了 这 些 素质 . 把 这 些 * 业 余 爱 好 者 "与 “专业 数学 工作 者 ”分 隔 开 
来 的 仅仅 是 这 些 人 没有 拿 到 数学 学 位 . 但 是 ,他 们 的 不 届 不 挠 的 好 奇 
心 与 机 敏 巧妙 的 办 法 使 他 们 成 为 真正 的 数学 家 . 正 是 马丁 -MEA 
唤醒 了 许多 这 样 的 数学 家 . 
ORS: -种 中 、 外 儿 音 都 会 散 的 儿童 游戏 在 -二 维 空 间 的 锥 广 . 
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“平面 铺 革 的 若干 问题 


© RAKE 
O Zé + it & (Branko Grimbaum) 
@ AZKEV AZ 
O ASS + BER MCG. C. Shephard) 


EBRD SR LAE A SSE FRA A, SR ii SY E AT 
乎 -ARS BA, SBT AE. 

AE TE Se ADAE Z RAE BE PR et ST SB ic RR ok AY 
引 人 注 日 的 销 砌 图 案 中 提供 了 实例 ,其 中 14 hea BEA 
众所周知 的 阿尔 享 布 搁 官 CAlhambraly 上 在 为 时 名 ( 见 了 图 上 与 党 2). 对 
By RE APH. AY ST Ac RES | He fy ARR M + C+ R RA BIE 
热情 ,从 而 产生 了 - - 些 普 名 的 杰作 ( 见 图 2). 

从 数学 角度 村 铺 砌 问 串 进行 深 计 首 见 村 德国 天 文学 家 约 输 认 斯 
+ TF BF By (Jonannes Kepler.1571 -16300 CU A 4) Er 3.1619 年 出 版 
PUA SH AAR = JCAL) 5). FPS BY IL fof Fe a GLEE ae 
与 物理 ABE OY HE A ae Pr HE a AELA EA E io PAE T 
TZA. BRO TPIS BSH. BY I ERARE. (EE ia an 
fr) aE a fe a PS ,内 而 , 铺 砌 的 科学 研究 (我 们 指 的 是 其 数学 
性 质 的 活路 研究 ) 仪 仅 只 有 一 百年 的 历史 . ERIE CA AREA 
陆续 发 表 出 来 ,其 中 极 大 多 数 来 自 结 晶 学 家 ,工程 技术 人 员 以 及 其 他 
非 专业 的 数学 工作 者 . 这 一 课题 中 仍然 充斥 着 许多 悬而未决 的 问题 . 
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mE 48 


我 们 将 在 上 下文 对 其 中 的 一 此 问题 加 以 探讨 . 


atl By Te and Sp BT RE. 


最 近 :个 时 期 , 昌 SATA EULA TERE KASE ZHE, airt 
题 已 被 认为 是 大 ,十 学 校 的 一 桩 台 适 的 数学 课外 活动 . 人 们 丰盛 兴 趣 
地 注意 到 ,以 数学 教师 为 主要 读者 对 象 的 -- 些 数学 杂志 似乎 己 为 这 
-课题 多 出 卫校 来 越 多 的 舟 同 .此 种 兴趣 的 复苏 ,一 部 分 诛 因 自 应 炸 
功 王 志 丁 ， 加 德 纳 丰 《科学 英国 入 3 杂志 上 所 撰写 的 动人 文章 . 他 经 
常 报道 新 发 现 ,不 断 刺 激 了 这 方 而 读者 的 兴起. 下 文 我 们 将 有 可 能 所 
到 --- 些 这 方面 的 论文 .并 肌 切 希望 数学 界 对 马丁 。 加 德 纳 这 位 最 出 
AEA AA wy UH. 
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SE A PRS A a) SS. 这 些 素 撒 是 荷兰 丽 家 M Ce HR 
在 1936 证 参观 阿尔 享 布 拉 宫 时 绘 创 的 . 它们 对 这 位 男 家 的 后 期 创作 产生 了 深 
还 的 影响 . 


1. 什么 是 铺 卉 ?从 数学 角度 来 看 , 它 是 .- 族 得 以 既 无 重复 , 亦 无 
空 辽 地 销 满 ( 即 重生 或 空 际 部 分 面积 为 0) 一 个 平面 区 域 的 采集 族 7 
二 {71,7s,…), 这 里 的 7; 称 为 基本 铺 砌 单元 - 可 是 ,这 个 定义 有 点 过 
于 一 般 化 ,因此 本 文 只 限于 讨论 TiG 二 1,2,…) 是 招 杆 圆 盘 的 情 议 . 
也 就 是 说 ,每 个 7 都 可 以 从 -一 个 加 盘 通 过 连续 变形 而 得 出 . 特别 ,每 
个 基本 铺 铝 单元 要 求 是 连通 与 单 连 通 的 ,因此 不 允许 分 离 成 两 部 分 
以 上 区 域 或 者 区 域 中 有 洞 的 傅 况 . 最 常见 的 铺 砌 图 案 是 由 为 数 很 有 
限 的 不 同形 状 的 基本 单元 拼合 而 成 . 这 种 情况 可 以 方便 地 找 述 如 下 - 
令 S= {Pi Pate Po E— AMKA, E T 中 的 每 一 个 基本 铺 
砌 单元 7 都 合同 于 P; 中 的 一 个 (二 1,…;, 妈 , 则 5 就 叫做 了 的 原始 


砌 块 的 集合 ,3 确认 了 铺 砌 法 7. 如果 怡 含 有 * 个 不 同 的 集合 (其 - 


中 任意 两 个 集合 都 不 合同 ) .而 且 所 有 的 集合 都 在 7 中 被 用 上 了 ,这 
时 了 了 就 称 为 是 * 块 合成 的 l 
203 
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图 3 
RRR ANDRES RDS. 在 其 创作 中 有 许多 动物 与 无 机 物 的 
HERE. 
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BERNER IER «HS, HO A ET eR AE A, 
遗忘 几 达 三 世纪 之 久 . 
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5 
1619 年 间 世 的 开 普 勒 著作 《宇宙 和 声 ? 中 ,首次 发 表 了 铺 确 何 题 的 数学 探 
讨 , 这 本 书 中 的 插图 (复制 于 此 ) 给 出 了 开 普 勒 所 曾 研究 过 的 ,由 规则 的 与 星 状 的 
“多 边 形 所 作成 的 - ERMER. 


x 二 1 时 , 销 砌 图 案 称 为 单 块 合成 的 . 此 种 图 案 极为 常见 . 其 实例 
FAENA RLE 6) 来 握 供 , 自 久远 以 来 ,早已 为 人 们 所 熟知 . 均 
Fr CORFE 7) 开 普 勒 是 知道 的 ( 见 图 5) ,也 可 能 就 是 他 发 现 的 ,是 
2 块 或 3 块 合成 的 图 案 . 其 他 一 些 + 块 合成 的 铺 砌 图 在 +t 值 较 小 时 
也 是 已 知 的 ,例如 图 5 中 开 普 勒 画 的 K,7,X 与 如 等 图 幅 - 

人 们 大 概 会 认为 , 单 块 合成 铺 砌 图 (其 中 所 有 的 铺 块 都 是 同一 种 
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6 
三 种 规则 铺 副 图 . ENA E A AERA H. 


形状 ) 在 数学 上 看 米 很 肤浅 . 因 珊 不 值得 部 以 研究 .但 这 延 非常 实 . 图 
21,23,28 与 29 给 出 了 一些 实 例 ， de 
eae 为 了 使 读者 理解 问题 的 困难 所 在 ,我 们 在 图 8 es 
abe Jer bts Ba He. 其 中 的 一些 砌 岂 现 在 还 不 能 确切 判断 它们 究 竞 
能 作为 单 块 合成 的 组 件 . 对 图 中 给 出 的 任何 - -个 砌 块 要 回答 . ee 
题 都 不 容易 . 这 类 问题 在 号 ， 加 德 纳 的 (科学 姜 国 人 世人 栏 文章 ( 见 
该 刊 1975 年 8 HED AMHER. 基本 问题 如 下 : 

回 题 1 有 没有 -个 明确 定义 了 的 过 程 或 算法 .使 人 

们 不 必 依 赖 反 复试 探 ,而 直接 判断 一 个 给 定 的 原始 码 块 可 

以 作为 单 块 合成 铺 砌 岁 染 的 组 件 ? 

这 是 -一 个 非常 困难 的 问题 ， 2 
AGE A RODE AB Ag eB. 鞋 然 在 这 里 作 介 经 并 不 合适 ,我们 在 第 5 
中 将 简略 地 指出 这 问题 与 寻找 砷 周期 大 块 之 癌 的 联系 . EAA 
Ye RR A Y AY. ee ERA E 
出 的 是 所 谓 康 感 淮 则 ( 见 区 Y. 这- -准则 令 人 惊 证 地 具有 许多 应 用 ， 
但 它 仪 仅 是 铺 励 存在 的 充分 条 人 征 而 非 汉 要 条 件 . 因而 , 它 并 不 能 为 问 
Gil 提供 一 个 答案 . 
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6.12} (4.6.12) (4.873 


图 7 
A FRIES Fe A TE (TSB AS ee LY. 在 每 幅 图 中 、 铺 块 都 是 规划 的 让 多 入 
形 , 并 存在 共 愉 .个 指定 顶点 映 身 到 其 他 顶点 的 对 称 去 素 . 如 图 所 示 , 记 为 3.6 
的 “种 铺 彻 图 具有 两 种 镜面 反射 形式 . RA XZ DP Ek Kepler 在 17 itt 
纪 早 期 所 发 现 的 . 
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8 
这 些 原始 大 块 ,是 否 可 以 弄 作 单 块 合成 铺 砌 图 的 组 件 ?要 回答 这 个 问题 决 非 


问题 的 深度 以 及 我 们 对 它 的 无 知 程 度 可 用 下 列 事实 说 明 : 我 们 
甚至 不 知道 岂 些 形状 的 和 多边 形 可 以 作为 单据 全 成 的 基本 组 件 . 任 - - 
三 角形 或 任 VOTE BR we BS i AD a A SR NF te Sk 
( 见 图 10). ( - 族 多 边 形 被 定义 为 一 组 多 边 形 的 集合 ,它们 能 满足 边 
长 与 角度 之 问 的 特殊 关系 . ) 但 是 五 边 形 的 族 数 贴 依然 未 能 肯定 . H 
前 ,已 知 13 族 五 边 形 可 用 于 平面 铺 桶 (图 11) ,但 这 张 清单 是 否 完备 
则 仍然 不 得 而 知 - 马丁 加 德 纳 对 这 一 问题 再 次 作出 重大 贡献 ,他 在 
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图 9 
AE ar] AD] Ca) RR ED 下面 ? 桌 成 准则 断言 这 是 可 能 的 . 该 准则 肯定 
一 个 原始 砌 块 可 用 上 王 单 块 侣 成 刍 砌 图 ,如 杂 其 边界 厢 以 分 为 六 个 部 分 (由 图 
(b) 中 的 黑 匿 来 表示 ) ,六 部 分 必 则 有 下 述 尖 系 :4 与 4 是 相互 下 移 的 结果 ,另外 
四 部 分 8.c,esf 了 都 有 对 称 中 心 (由 一 个 窜 圈 米 表 示 ), 作 铺 砌 图 中 ,六 答 相 争 边 中 


的 出 条 边 可 由 给 定 铺 砌 对 空间 作 180" 旋 畦 而 得 . 而 另外 两 部 分 则 可 道 过 侍 移 得 
由 -这 准则 人 应 和 用 于 任何 铺 硒 ,而 不 仪 仅 限 十 此 处 所 提 到 的 多边 形 砌 块 . 


《科学 美国 人 3 杂志 (1975 4E7 ADESHE R SAK. GAH 
ENC BASH WWII o AAR h K- HPS 
(K. Reinhardt) F 1918 咎 ，R。B. 克 希 纳 于 1968 年 相继 发 现 . 一些 
读者 指出 表格 是 不 完备 的 .新 出 现 的 铺 砌 块 包含 存 图 11 中 . 这 就 导 
致 以 下 的 第 一 个 问题 . 
问题 2? 是 否 存 在 图 11 中 尚未 包括 进去 的 凸 无 边 形 
族 , 它 们 也 可 以 作为 单 块 合成 铺 砌 图 的 基本 组 件 . 
最 近 D*C.- 亨 特 (D.C.Hunt) 与 MD. # AS BE M.D. 
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10 
可 以 通过 单 块 重复 来 铺 现 平面 的 三 类 六 边 形 . 实际 上 每 个 图 形 还 是 等 面 式 
的 铺 块 .这 些 类 型 于 1918 年 为 区。 来 因 险 脱 所 发 现 ,加 上 分 别 表明 了 各 内 佣 ( 记 
为 x,y,z,t 与 各 边 ( 记 为 abc) 之 间 的 关系 . 


Hirschhorn ?声称 已 称 证 明了 多 是 丝 . 沙特 斯 奈 德 在 1978 年 纺 繁 的 
> - 张 可 以 铺 满 全 平面 的 等 边 无 角形 表格 是 完备 的 . 然而 ,他 们 的 证 明 
却 还 没有 印 出 来 . 

2，、 即 使 -- 个 原始 友 块 可以 用 作 平 面 上 的 单 氛 合成 组 件 , 也 并 不 
存在 一 种 先 验 的 方法 来 判断 它 完 竟 可 以 用 多 少 种 不 同方 法 来 铺 砌 - 
如 果 只 存在 唯一 的 铺 历 方法 , 则 我 们 称 此 种 铺 其 为 单一 同 态 的 . 最 党 
见 的 单 - 局 态 铺 砌 是 正六 边 形 - ME- :可 能 的 办 法 是 像 图 6 中 所 示 
的 规则 铺 砌 . 号 一 -方面 .正方 形 却 不 是 单 _- 同 态 的 . 事实 上 ,通过 “ 滑 
动 ” 一 排 正方 形 , 可 以 得 到 无 穷 多 种 不 同 铺 砌 法 . 在 图 12 中 我 们 举 出 
了 一 - 些 较 少 为 人 知晓 的 单一 同 态 铺 砌 - 同时 ,在 考虑 它们 时 ,也 产生 
了 一 -个 重要 的 定义 问题 . 譬如 说 ,图 12 中 , 铺 砌 (e) 同 (f) 似 乎 都 有 着 
两 种 铺 盔 方式 ( 见 图 13) ,但 两 者 却 是 互 为 镜面 映像 的 . 我 们 是 否 应 
把 它们 着 作 不 一 样 ? 对 此 ,最 好 的 回答 基本 上 属于 一 种 观点 性 质 , 但 


根据 种 种 理由 ,我 们 还 是 不 要 把 镜面 映像 视 为 不 同 为 好 ,因此 我 们 认 . 


为 铺 砌 (e)、(f) 仍 然 是 单一 同 态 的 . 
是 否 存 在 双 相 同 态 的 铺 块 ? 也 就 是 说 , 不 多 不 少 , 怡 是 两 种 方 
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图 11 Tam 
目前 已 知 的 上 L i. AP ARE RHE nE 
rT RS RE. ste Be PES eR L R FE D1 卷 (1978 年 ), 第 29 
一 44 页 ). Axa E T it a Se. 
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(a) 
(©) 


{c) 
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h} A) 


12 
九 种 单一 同 态 销 块 - 
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13 
12 的 两 种 铺 坎 Ce) 与 人 f) 可 以 各 有 了 丙种 铺 砌 法 - 但 它们 互 为 镜面 映像 , 因 
TRE eB ES LAH. 


A? 其 答案 是 ,此 种 铺 砌 确实 存在 ,在 图 14 中 给 出 了 实例 . 一 种 三 相 
Pl SAAKA = APIA Blas FA 15. 这 个 例子 在 某 种 意义 
[说 是 唯一 的 ,因为 所 有 其 他 已 知 为 三 相同 态 的 铺 块 , 同 它 只 有 上 略微 
AIZEN. 双 相 同 态 与 二 相同 态 铺 块 的 发 现 荐 不 容 努 的 ,于 是 我 们 提出 
玉 面 的 两 个 问题 . 
问题 5 找 出 另外 的 .实质 不 同 的 双 相 同 态 与 二 相同 
问题 4 MES SRY ced, 相同 态 的 铺 块 是 个 存 
TE? 
下 面 是 . :个 更 常 有 技术 性 的 问题 ,但 它 也 有 一 定理 论 价值 . 
问题 5 是 否 存 在 着 -种 铺 块 , 它 只 能 具有 可 数 无 穷 
种 铺 砌 法 1 
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图 14 
两 种 双 相同 态 钙 块 及 其 相应 的 铺 砌 方法 . 


15 
一 种 二 狸 阿 态 铺 块 及 其 相应 铺 友 法 - 


Biba Wed 与 5 足 在 质询 能 否 扶 设 - -个 桥梁 ,以 跨越 介 十 - 
* 一 3 与 一 个 不 可 数 无 穷 大 之 间 的 巨大 缺口 . 

如 果 我 们 试图 把 以 上 这 些 铂 念 推 及 于 “4 块 全 成 铺 砌 (在 铺 砌 平 
画 时 瞩 使 用 种 形状 的 铺 块 ), 那 就 党 要 一 些 新 的 考虑 . 让 我 们 来 研 
ARAR. HASH BRS Sl). 它们 的 存在 曾 于 1977 年 
H H. K {L CH. Harborth) 所 前 明 . 他 指出 ,适当 选取 一 个 萎 形 与 由 
一 些 萎 形 组 成 的 砌 块 ( 见 图 16) ,如 可 回答 2=2 的 周 题 ,从 而 也 就 解 
Dey kee? 的 问题 . (这 只 要 把 上 述 任 一 种 销 块 分 割 成 者 干 小 块 .使 这 
些小 块 重新 集合 起 来 时 只 能 恢复 为 原先 的 铺 块 . ) 然 而 ,图 16 的 作法 
并 不 能 完全 解决 问题 . 仅 当 我 们 坚持 这 一 点 :在 所 有 的 铺 砌 图 案 中 ， 
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l 图 16 
ARBRE Ar 种 的 ~ 对 原始 铺 块 的 哈 包 思 构 形 法 (假定 每 个 铺 砌 图 案 
中 都 出 现 两 种 铺 块 ). 在 此 图 中 ,> 一 4 一 个 铺 块 是 内 角 分 别 为 2ryp 与 (p 一 2)z/p 
BIE (p= Gr —7), i — THER th 2r 一 2 F RIERA im. 


每 个 原始 砌 块 的 拷贝 都 必须 用 上 时 ,问题 才 算 完全 解决 了 . 如 果 没 有 
这 一 条 件 , 那 么 菱形 可 以 滑动 ,从 而 产生 不 可 数 元 穷 多 种 铺 砌 方法 ， 
我 们 于 是 再 提出 FAE. 
问题 6 ”对 每 一 个 之 2 与 "之 1 的 值 ,是 否 存 在 * 个 

GR BORG 5, 使 得 从 S 可 以 得 出 7 种 铺 砌 方法 ,即便 

3 中 所 有 康 始 铺 块 的 拷贝 并 不 需要 完全 用 上 ? 

当 * 一 > 一 2 时 ,问题 6 已 告解 决 ,其 实例 见 图 17. 
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图 17 
利用 同样 的 两 个 五 边 形 铺 块 所作 成 之 两 块 合成 铺 砌 图 . AAR AB HE. 
国 而 一 对 五 边 形 构成 一 个 允 相 同 态 集 合 . 请 注意 这 两 种 五 边 形 铺 块 的 任 一 个 ,车 
不 与 另 一 个 结合 ,都 不 能 独立 完成 铺 形 平 面 的 任务 ， 


18 

ASAD EE SE FER BEER BRP BH ABS RT LEIA EBSD >. 三 角形 
BRAN 3 次 旋转 对 称 的 中 心 ; 实 线 表示 反射 直线 ;虚线 则 代表 滑动 反射 . 连结 两 个 
实心 三 角形 的 句 量 则 是 一 个 平移 对 称 . 
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3 众所周知 ,大 卫 ， 希 尔 伯 特 CD. Hilbert) TE 1900 年 提出 了 一 
系列 问题 ,对 数学 的 发 展 曾 起 过 很 大 作用 . 这 些 问 题 中 的 一 个 一 一 第 
18 问题 与 铺 砌 有 关 . 下 面 是 该 问题 的 简略 介绍 . 

AT AAA ,我们 必须 使 用 “等 面 " 这 个 单词 . 它 条 定义 如 下 . 
每 个 铺 砌 了 都 具有 一 个 对 称 要 素 所 构成 的 群 3C7) ,也 就 是 说 ,平面 
的 刚体 运动 可 以 把 了 映射 至 其 本 身 ( 例 如 ,可 以 参看 图 18 ,该 处 已 标 
过 了 几 种 不 同 的 对 称 要 素 ). HAS (Fourrey) F 1907 年 提出 了 研究 对 
称 的 一 种 非 正式 办 法 (数学 上 的 严密 性 不 无 保留 ). 他 建议 把 铺 彻 图 
案 用 透明 纸 影 描 下 来 ,于 是 , 铺 确 图 的 每 一 种 对 称 即 相当 于 透明 纸 的 
一 种 运动 (也 包括 把 它 翻转 过 来 的 可 能 性 ) 以 使 得 影 描 下 来 的 图 形 再 
次 与 铺 彻 图 完全 一 致 . 如 果 给 定 7 的 任意 两 个 铺 块 ,7;, 存 在 着 7 


图 19 
PRE — eh A AS eS a RR. 右 方 为 等 面 的 铺 砌 ,因为 任 
` 意 给 出 两 个 铺 块 时 ,存在 把 其 中 的 一 个 映射 为 男 一 个 的 对 称 要 素 - 但 左 方 不 是 等 
TR. 因为 ,没有 一 种 对 称 要 素 可 使 铺 块 4 映射 成 铺 块 B. 
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TE 


中 的 -个 对 称 要 素 能 使 7 映照 成 7, 则 称 铺 砌 7 是 等 面 的 -任意 一 
种 等 面 的 铺 砌 必然 屋 单 块 合 成 的 一 这 两 个 概念 之 间 的 区 别 在 图 
19 中 有 所 说 明 . 

希 尔 伯 特 第 18 问题 可 叙述 如 下 . 是 否 存 在 着 -- 种 原始 砌 块 , 它 
可 以 作成 单 块 合成 铺 码 图 , 伺 却 不 能 接受 等 面 铺 砌 涛 . SE 
题 诛 先 提出 的 背景 是 三 维 空 间 . 有 理由 假 害 , 在 平面 的 情况 下 ,可 以 
党 不 吃力 地 得 到 反面 回答 , 希 尔 伯 特 相信 和 如此. 可 是 他 错 了 ! 1935 
年 , 希 许 (H. Heesch) 发 现 了 一 个 反例 ( 见 图 20). 有 一 种 铺 块 可 作出 
无 限 多 铺 砌 图 ,但 却 没有 -- 个 是 等 面 的 . 其 后 ， 又 发 现 了 其 他 实例 . 


(a) 


(b) 


20 
RRt hh RRR, EATERS AEA, E AER KRA RH 
DA te SORA. LECER TE REAA 一 一 璧 如 说 , 医 11 中 的 
某 些 五 边 形 邯 有 此 种 性 质 . 我 们 在 图 (a) 中 标明 该 铺 块 怎样 从 单位 正方 形 与 半 个 
单位 正方 形 作出 ,然后 在 (bj,(c) 中 作出 了 (无 限 多 种 ) 可 能 的 铺 厅 图 ， 
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图 11 中 ,有 - - 些 凸 五 边 形 即 具 有 此 种 性 质 . i 

初 看 起 来 ,似乎 单 块 合成 铺 砌 与 等 面 铺 砌 的 差别 甚 小 ,但 这 远 不 
是 事实 . 例如 ,假定 我 们 把 注意 力 限 于 等 面 铺 砌 的 情况 , 则 问题 1,2， 
4,6 可 以 解 出 ,特别 地 ,对 问题 2 来 说 ,HH 希 许 与 金 兹 莱 (9 ， 
Kienzle) 在 1963 年 已 作出 一 张 完 整 的 清单 ,其 中 的 多 边 形 可 用 于 等 
i 铺 砌 . 之 所 以 有 此 可 能 ,是 因为 所 有 的 等 面 铺 砌 图 均 能 描述 . 可 以 


BS 


— 


10 n 12 
21 
等 面 铺 砌 的 | 二 个 例子 . 
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证 明 它 共有 81 种 类 型 ,其 中 的 47 种 可 以 用 多 边 形 加 以 实现 . 在 图 
2) 中 给 出 了 若干 实例 - 至 于 如 何 具体 分 类 则 因 技 术 细 节 过 于 复杂 ， 
这 里 不 拟 详 述 . 它 只 是 在 最 近 的 一 篇 综述 性 文章 中 才 得 以 圆满 解决 
《这 一 事实 也 许可 以 解释 论述 分 类 问题 的 - - 些 旧 论文 中 何以 充斥 着 
许多 错误 与 含糊 不 清 之 处 )- 
4 有关 铺 册 的 .最 值得 注意 的 定理 之 一 是 所 谓 扩 展 定 理 . 它 的 
一 个 特例 叫做 王 氏 定理 (以 发 现 者 的 姓氏 命名 ), 早 已 为 人 们 所 知晓 ， 
但 一 般 情 形 仅 在 最 近 才 得 以 证 明 , 而 其 证 法 尚未 公开 发 表 . BES E 
事先 给 定 的 一 个 原始 砌 块 的 (有 限 ) 和 集合 ,每 个 铺 块 都 是 一 个 拓扑 意 
MER FIRE. Hie 有 多 大 ,我 们 总 是 能 够 利用 中 的 铺 块 
RH se PRA RAR 贿 , 于 是 扩展 定理 断言 8 也 可 用 于 银 满 平 
E. 这 里 所 说 的 “ 铺 完 ”- 词 需要 加 以 澄清 . 其 意思 指 : 有 可 能 作出 - - 
个 铺 块 的 集合 (或 -- 块 补 钉 9) ,以 使 得 它们 不 相 重合 ,然而 却 能 完全 


- 22 
这 里 的 每 -- 个 铺 块 是 水 端 为 半圆 的 半 无 根 长 带 条 . 这 样 的 铺 块 显 然 能 铺 完 
任意 大 的 贺 盘 ,然而 却 不 能 弄 来 铺 江 全 平面 . 本 例 表 明 要 使 扩展 定理 成 立 , 必 须 
ARORA AR. 


O FA: Ws EMI” - Fl. EER NH Ole SE AR RST ihi 
言 , 请 看 图 23. 
O BALE: 由 此 是 以 看 由, 作者 使 用 " 铺 鼎 ” 与 “原色 砌 块 "非常 随便 ,两 者 并 无 严格 区 
别 , 纯 属 文风 . 
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HETER Ds 的 区 域 . 要 使 本 定理 成 立 , 其 关键 是 原始 砌 块 必需 
有 界 , 且 其 个 数 有 限 . 例如 .在 图 22 中 我 们 举 出 了 一 个 原始 砌 块 . 利 
用 它 的 一 些 拷贝 可 以 铺 完 任 意 大 的 贺 盘 ,可 是 却 不 能 铺 满 全 平面 . 当 
然 , 这 一 人 情况 是 用 不 上 扩展 定理 的 ,因为 原始 砌 块 是 无 办 的 ， 

本 定理 的 有 些 推论 令 人 惊奇. 例如 ,定理 列 含 着 如 下 推论 :如 果 
我 们 能 利用 人 的 铺 块 铺 完 四 分 之 一 平面 , 则 我 们 也 将 能 铺 满 全 平 
面 . 初 着 起 来 ,这 是 再 明白 不 过 的 :如 果 我 们 可 以 堂 无 限制 地 ,作出 越 
来 越 大 的 铺 块 补 钉 ,那么 最 后 当然 可 以 铺 满 全 平面 .但 如 果 意 识 到 当 
RK irae AB RR PA PRR m A OY 
ian BY RAY A Ah ET A AA BOS. DA A H E 
的 结论 也 就 变 得 模糊 不 清 了 . 

与 此 有 关 的 是 所 谓 希 许 问题 ，. 已 知 以 下 事实 : FER LR 
P， 它 不 能 用 来 铺 满 全 平面 然而 了 可 以 被 它 的 -* 些 拷贝 完全 包围 


. b) 


图 23 


图 (a) 的 项 许 铺 块 具有 以 下 值得 注意 的 性 质 , 蕊 可 以 被 其 自身 的 拷贝 完全 国 
绕 , 得 却 元 法 鱼 满 平面 . 即使 这 样 , 尚 可 作出 更 大 的 补 钉 . 如 图 (e) 所 示 . 铺 块 的 形 
状 由 图 (a) 给 出 , 它 是 由 一 -个 正方 形 , 一 个 等 边 三 角形 与 一 个 等 边 三 角形 的 一 半 
所 合成 的 , 见 图 中 之 虚线 ， o 
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FISUNETAS 


(RAL 23). RRS 2 PTH. 我 们 能 够 作出 由 销 块 所 构成 的 一 
PERE ASE POR PSB). 以 使 得 ? 的 每 一 点 与 有 外 面 的 、 OE 
上 的 和 伍 一 点 的 距离 大 寺 某 个 固定 的 正 数 . 所 请 哑 被 完全 围绕 两 次 , 则 
BRA. PROP RAR. WR RRO PE A. 

问题 7 RACE PRO R CARER KAD 

ETH. AGERE PDS ee EK? 

更 一般 地 讲 , 当 我 们 说 -一 个 铺 块 P 可 以 被 围绕 7? 次 ,此 意义 当然 
是 很 清楚 了 . 如 果 7 是 此 类 净 数 中 最 大 的 一 个 , 划 称 做 铺 块 P 的 希 许 
数 . 

问题 8 是否 人 在 帝 许 数 + 二 3,4.5…… 的 铺 块 ? 

5， 如 果 了 的 对 称 要 索 中 存在 两 个 互 不 平行 的 平移 , 则 铺 亲 7 了 称 
作 是 周期 性 的 . 周期 铺 砌 的 实例 在 图 13、15 与 13 中 均 可 看 到 . 以 上 年 
一 场合 :人们 部 可 以 把 铺 磺 图 案 看 作出 铺 砌 组 成 的 一 片 补 钉 , 按 格 上 
A AP mo Re OPS. 原始 彻 块 的 … 个 集合 S 称 作 非 周期 性 
的 ,如 米 它 能 作成 平面 的 -种 铺 砌 阅 ,然而 却 木 是 周期 性 的 . 迄今 为 
止 未 发 现 过 非 周 期 性 的 集合 ,第 个 例子 由 R + (728 CR - Berger) 于 
1966 Æ Z M., HE M ay PA OM BR OD EE Ph (Robinson), #3 FIG 
(Penrose )@ , {iJ & (Ammann) 与 别人 店 继 发 现 . 24 给 出 了 HHR E F 
30 Pr Ac FAL Bg AR Jey AE S85 SB ~- PAR AER ZF TT ee I SE. 

APP OT EA AE a ef ae gS A AR k t i 
的 故事 ,该 者 们 不 妨 人 参阅 k 税 学 美国 人 31977 年 ! AS LOT + 加 德 
纳 的 文章 , 这些 铺 块 共 有 : 些 值 得 注意 的 ,出 平 意料 的 性 质 , 并 非 全 
部 已 经 作 了 充分 解释 . 1977 年 以 来 .又 有 几 组 新 的 非 周 期 性 铺 块 被 
BATE + Bal S (Robert Ammann) 所 发 现 , 承 其 美意 , 慨 然 允诺 我 们 在 
图 25 中 复制 -一些 铺 块 .于 此 谨 向 他 致谢 . 


非 周期 性 铺 块 的 题 日 实在 太 大 ,此 处 无 法 详 加 讨论 . 本 问题 的 万 


O REE YR ED ARo Penrose) 当 代 著 台 代数 学 家 ,英国 创 桥 大 学 教授 ,小 
SERE EA. 
223 


Kags 375 ify sv 
See 


te) 
图 24 
出 罗 杰 * 3 RR A — 2 E TEM R. 图 (a) 给 出 了 这 些 原始 事 
块 ,图 b) 则 用 数目 字 来 表示 突出 与 嵌入 的 部 位 ,从 而 指出 了 一 种 “匹配 条 件 ”,0， 
1.2 必须 与 0,!,2 分 别 配合 - 图 (<) 则 显示 了 具体 的 鱼 砌 图 案 . 
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25 

Rich R- 阿 受 发 现 的 两 组 非 周 期 峙 铺 块 . BARACK Ape kH 
小 ,和 名 为 “ 钢 匙 块 ", 它 可 以 桦 合 较 大 铺 块 二 的 缺口 ,从 而 对 两 块 较 天 组 件 的 相互 
贴近 方式 作 了 限制 . 
史 以 及 它 同 数 型 财 辑 的 联系 在 整个 铺 彻 问题 史 中 是 一 个 动人 的 篇 
章 ; 而 且 这 一 章 至 今 仍 未 完全 写 好 . 此 处 我 们 只 能 略 提 - * 些 事实 ,而 
无 法 做 得 更 多 .尽管 如 此 ,如 果 堂 不 提 及 这 个 领域 中 的 主要 突出 问 
航 , 企 图 对 铺 砌 性 质 作 一 综述 的 任何 交 章 都 将 尽 不 完 烷 的 . 

问题 9 KEE Reh PLLA 个 
非 周 期 性 铺 块 组 ? 
言 之 ,了 了 可 以 作出 平 而 上 许多 由 单 块 购 成 的 铺 砌 图 案 , 然 而 其 

中 没有 一 个 是 周期 性 的 - 令 人 惊讶 地 ,可 以 证 明 这 . -问题 与 问题 1 有 
X, RERE, EH. Wang)8 业 已 证 明 非 周期 性 与 销 碟 问题 有 联 


o FAT: 著名 数理 逻辑 学 家 王 浩 - 
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系 , 即 决定 一 个 算法 以 判明 给 定 的 “组 原始 砌 块 能 否 铺 砌 平面 . EK 
的 结果 仅 能 应 用 于 非常 特殊 的 “着 色 边 的 正方 形 铺 块 ”， 我们- 点 不 


a 


{a) 


(c} 
图 26 


伏特 焦 氏 销 块 , 它 具 有 一 种 值得 注意 的 性 质 : 该 铺 块 的 两 个 拷贝 能 把 第 三 个 
拷贝 全 部 围 住 ( 图 Cb)), 甚 至 能 把 两 个 拷贝 围 住 ( 图 (ec)) 图 (a) 则 是 把 伏特 堡 氏 
销 块 用 作 原 始 构 形 时 的 局 期 性 铺 砌 图 . 
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知道 对 于 一 般 形状 的 铺 块 来 说 ,类 似 的 考虑 可 以 应 用 到 何 种 程度 - 尽 
管 如 此 ,看 来 有 可 能 ,问题 9 的 肯定 解答 将 获 含 着 问题 1 的 否定 答 

、 复 . 
6. 让 我 们 用 若干 珍品 结束 本 文 , 它 们 中 的 第 一 个 是 所 谓 包 围 问 
着 .来 因 险 陪 在 1934 年 提出 问题 :对 两 个 铺 块 来 说 (其 中 的 每 个 铺 块 
部 与 一 个 原始 砌 块 P 合 同 ) 是 否 有 可 能 围 住 P 的 另 一 个 拷贝 . 1936 


图 27 


ARA r - 块 包围 性 质 的 铺 块 作法 (图 上 ,8= 8). 先 作 一 条 折线 4BCD, 其 
中 的 BLO 为 直角 顶点 ,点 4.BxC.D 均 位 于 四 条 等 备 的 平行 线 上 (图 上 用 虚线 表 
RFR). DE FA 是 中 心 分 别 位 于 4 Be D Ay AIL. EEE 6D 的 四 分 之 一 .用 
S 表示 4FBC8,S 表示 将 围绕 4 旋转 家 至 8 与 BT 重合 时 所 得 的 折 曲 线 , 则 由 
S.S 与 BB" 所 转 成 之 销 块 即 具有 8 块 包围 性 质 , 见 图 27 的 下 半 部 分 .如果 > f 
昆 其 他 数字 , 则 仍 可 仿照 上 述 之 作法 ,只 须 挝 到 E ESL DE 为 EE 的 二 人 
1) 倍 即 可 - 


227 


年 ,这 个 问题 被 H， 伏特 堡 (H. Yoderberg) 解 决 了 ,他 得 到 了 图 26 这 
一 实例 ,而 它 是 一 种 周期 性 的 铺 砌 图 . 这 种 原始 砌 块 具 有 一 项 奇妙 性 
质 : 某 些 铺 块 不 仅 能 包围 第 三 个 铺 块 ,而 且 其 他 几 对 铺 块 还 能 包围 P 
的 两 个 拷贝 . 我们 可 以 说 伏特 堡 氏 铺 块 具有 2 块 合围 性 质 一 一 一 般 
地 说 ,如 果 P 的 两 个 拷贝 能 围 住 一 个 区 域 ( 它 等 于 7 RAER P 
的 拷贝 之 和 ), 则 铺 块 P 即 具有 * 块 合围 性 质 - 值得 注意 的 是 尽管 > 
值 选 得 很 大 ,具有 7 块 合 围 性 质 的 铺 块 依然 存在 . 图 27 表明 这 类 铺 
块 的 一 种 构 作 法 . 然而 ,这 些 铺 块 还 是 未 能 解决 下 面 的 (也 许 不 太 困 
难 ) 问 题 . . 
问题 10 是 否 存在 着 一 种 具有 > RARER), 


SA 


SZ 
Naw 


28 
伏特 堡 氏 的 螺旋 形 铺 砌 图 . 它 利 用 了 图 26 中 的 原始 砌 块 . 
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并 能 铺 满 平面 的 铺 块 P? 

伏特 堡 在 其 论文 中 儿 平 是 无 意 地 注意 到 ,他 的 铺 块 可 按 “ 螺 旋 
1B ET OL 23) ,此 种 外 表 显 得 颇 为 吸引 人 ,从 而 引起 了 相当 
的 注意 . 197746 1 月, 马丁: 孝 德 纳 发 表 了 伏特 堡 氏 螺旋 线 的 一 幅 
FY LA RE SER + AE AERC Michacl Goldberg) 对 其 制作 法 的 解说 . -E 
讲 明 了 方法 , 即 可 了 解 到 螺旋 形 外 表 与 包围 竹 质 没 有 什 以 联系 . 此 
外 :也 很 容易 找到 能 够 作出 螺旋 状 铺 砌 图 案 的 许多 不 同 铺 块 , 

虽然 如 此 ,能 用 戈 德 堡 法 作出 的 所 有 螺旋 线 都 必须 具有 偶数 个 
旋 臂 , 即 有 - 排 铺 块 自 中 心 向 外 旋 出 . Bt. RA RTE BE 
线 出 已 发 机 ,所 实例 兄 图 29 所 示 . 这 里 所 用 的 铺 块 被 称 作 多 才 多 艺 
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的 ,因为 它 可 以 作出 许多 其 他 不 寻常 的 铺 砌 图 案 ( 见 图 30). 然而 仍 

有 许多 基 而 未 闫 的 问题 So AR 29 中 我 们 注意 到 了 大 约 有 一 

半 左 右 原始 砌 块 的 拷贝 是 其 他 拷贝 的 镜像 . 基 不 是 非 此 不 可 呢 ? 
问题 11 是 否 存 在 -种 单 块 合成 的 螺旋 形 铺 砌 图 案 ， 

它 具 有 奇数 个 旋 警 ,并 且 只 利用 原始 砌 块 的 直接 拷贝 (不 是 

其 镜像 )? 

也 许 我 们 应 当 提 一句, 媒 施 形 铺 砌 图 这 个 课题 ,虽然 在 美学 上 非 
常 吸引 人 , 却 具 有 很 天 的 数学 缺陷 性 一 一 迄今 为 止 ,我 们 未 能 确切 好 
说 明 , 螺 旋 形 银 砌 图 究竟 是 个 什么 东西 ' 它 是 不 是 一 个 真正 的 数学 概 
您 ,还 是 仅 不 过 一 个 心理 学 的 东西 ?最 后 ,我 们 要 袖 到 下 面 的 向 题 , 也 
许 它 更 适宜 丁 - - 般 讨 论 而 椒 蚌 去 作 数 学 研究 : 

问题 12 ”对 螺旋 形 铺 碍 图 给 出 - :个 确切 的 定义 . 


参考 材料 及 进一步 阅读 之 文献 


除了 本 文 引证 过 的 马 ] ， 加 德 纳 的 文章 之 外 ,下 人 询 图 书 与 论文 
THEIR TG BY. VE PREACH RBIS TA EP aE. 

引言 已 经 出 版 了 好 儿 部 埃 葡 尔 的 作品 选集 , 收 罗 最 为 安富 的 
FE OURE PR AY ZI A lt FAR (Whe World of M. C. Escher, Abrams, New 
York, 1971), Æ B+ BIH (B. Ernst) 所 写 的 书 * 埃 歇 尔 的 魔 镜 》(The 
Magic Mirror of M. C. Escher. Random House, New York.1976) 里 有 着 
4B ARE RTE RA EAE m. E YS A p 
BeBe AY) A PA SEAT RT He AY, Be OE + BRYCE. Maller? 的 著作 《 格 
TERRIS KY Bay OR GE A E rE AY BRE ZAR ad) (Gruppentheoretische Orna 
mente aus der Alhambra in Grenada. ETH dissertation, Zürich, 1944 ). 
1619 Æ PPR 2E (Linz) ili Ate AY TP Be By We CF a FEE > CHarmonice 
Mundi), 42M + ERE M. Caspar ) 主编 的 ( 开 普 勒 全 集 ? 中 叉 作 了 重 
印 (Gesammelte Werke ,Band VI , Beck ,Miinchen, 1940 and by Cuiture et 
Civilisation , Bruxelles, 1968). 这 些 文章 孝 是 用 拉 三 文 写 的 .上 直 M。 喀 
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斯 巴 折 译 的 一 本 德 译本 《4 字 窗 和 声 》 也 已 经 出 版 (Weltharmonik ,Old- 
enbourg , Miinchen. 1967). 

1 可 以 铺 满 全 平面 的 三 类 六 边 形 是 由 KK， 来 因 哈 脱 在 其 学 位 
论文 * 论 平面 的 多 边 形 分 解 ”(Uber die Zerlegung der Ebene in Polygo- 
ne, 法兰克福 大 学 1918 (Noske, Leipzig, 1918) ) 中 作出 的 . 克 希 纳 的 论 
文 名 为 “平面 铺 砌 ”(On paving the plane), 登 在 《美国 数学 月 刊 》75 
(1968) 卷 上 ,页 数 为 839—844. 我 们 的 五 边 形 清单 取 自 D， 沙特 斯 
奈 德 的 文章 “用 全 等 的 五 边 形 铺 砌 平面 >(Tiling the plane with congru- 
ent pentagons) , 见 《 数 学 杂志 351 卷 (1978),29 一 44 页 .M，D: 希 尔 
BHD. C+ 享 特 宣称 等 边 五 边 形 的 清单 已 经 完备 ,这 篇 文章 也 
登 在 4 数学 杂志 》 上 , 见 该 刊 51 C1978), 312 页 . 

2. 相同 态 铺 砌 这 一 问题 可 以 参阅 本 文 作者 所 写 的 另 -- 篇 文 
章 “ 由 补 杀 给 出 的 铺 砌 ”(Patch-determined tilings), W, (Mathematical 
Gazette 》61 着 (1977),31 一 38; 在 名 为 “ 砌 块 与 铺 砌 的 规定 数 ”(Pre- 
scribed numbers of tiles and tilings) 的 论文 里 有 着 哈 包 思 的 例子 ,该 文 
4 FE (Mathematical Gazette》61 4:(1977) ,296 一 299 页 . 

3. 和希 尔 伯 特 的 著名 问题 ( 英 译 文 ) 登 载 在 (Bulletin Of The Amer- 
ican Mathematical Society》 第 8 卷 (1902) ,437 一 479 页 的 “数学 问题 ” 
一 栏 上 ,在 题 为 “ 希 尔 伯 特 问 题 引 起 的 数学 进展 ”(Mathematical De 
velopments Arising from Hilbert Problems) -文中 又 作 了 重印 , M 
{ Proc. Sympos. Pure Math. 》 Vol. 28, (American Math. Soc. , Provi- 
donce, R. 1. , 1976). HAE SSRN SMBS MOL RAD 
(«Flachenschluss } , Springer- Verlag , Berlin- Gottingen-Heidelberg , 1963). 
有 关 等 面 铺 砌 的 近期 研究 可 参看 本 文 作者 的 文章 “8; 种 平面 的 等 面 
iW)” (The eighty-one types of isohedral tilings in the plane) ,登载 在 
«Math, Proc. Cambridge Philos. Soc. }82 #:(1977),177— 196 M_E. 

4， 扩 展 乍 理 的 一 个 证 法 将 发 表 在 下 文 要 提 到 的 .本 文 作 者 所 写 
的 一 本 书 上 . 希 许 问题 可 参阅 他 的 著作 “正则 镶嵌 问题 ”(Regulares 
Parkettierungsproblem, Westdeutscher Verlag,Koln-Opladen, 1968). 
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5 有 关 非 周期 性 铺 块 的 材料 , 见 R. M. 罗 宾 孙 的 文章 “平面 销 
砌 的 不 确定 性 与 非 周 期 性 ”(Undecidability and non-periodicity of 
tilings of the plane), 刊 于 《Inventiones Math. 》12 卷 (1971) ,177-- 209 
页 ,也 可 参看 R， 茧 罗 斯 的 论文 “在 纯粹 与 应 用 数学 研究 中 美学 所 起 
的 作用 ”(The role of aesthetics in pure and applied mathematical 
research ) , P| 于 《Bul. Inst. Math. Appl. 》10 #(1974),266—271 页 ， 
以 及 “迷人 的 5”(Pentaplexity), 见 《Eureka》39 3 (1978), 16 一 22 页 ， 
这 方面 的 最 新 资料 即 系 本 文中 引用 过 的 马 于 。， 加 德 纳 的 文章 ,在 本 
文 作者 的 -本 即将 问世 的 书 中 将 有 更 详尽 的 并 述 . 非 周 期 性 与 铺 开 
问题 的 联系 在 上 上 已 引用 过 的 罗 宾 孙 的 论文 中 作 了 论述 . EERW 
.“ 用 模式 识别 证 明定 理 I”(Proving theorems by pattern recognition J ) 
中 也 曾 谈 及 . Ic FA] BF (Bell System Techn. Joan RRS l 

-42 页 . 

6. 伏特 堡 的 论文 名 为 "围绕 一 个 下面 区 域 的 全 等 形 分 解 (Zur 
Zerlegung der Umgebung eines ebenen Bereiches in kongruente), I J. - 
Ber. Deutsch. Math. - Verein. $46 #8 (1936), 229 — 231 页 . RA BB 
论文 "平面 区 域 的 螺旋 状 全 等 形 分 解 ”(Zur Zerlegung der Ebene in 
kongruente Bereiche in Form einer Spirale). JH E P] 47 #% (1937), 159- 
160 页 . Se Bee Pot BR ie I AB 2 BT IE PR ULF Scripta Math. 》21 
卷 Oe a 260 St, Hit 3c Bi BA“ ER” (Central tessella- 
tions). 由 本 文 作者 所 撰写 的 -篇 较 短 的 文章 “螺旋 式 铺 全 与 “和 多才 多 
Zi’ HMR” (Spiral tilings and versatiles) , 登 在 tMathematics Teaching} 
88 卷 (1979),50 -51 页 上 ， 

以 王 列 举 的 仅仅 是 平面 铺 硒 问 题 上 已 发 表 的 ,浩如烟海 的 文献 
中 的 极 小 部分. 进一步 的 信息 与 问题 将 在 本 文 作者 的 一 本 新 著 ¢ 铺 
W Sj RTL) CTilings and Pattcerns) 中 出 现 ,该 书 不 日 将 由 上 金山 市 的 


W. H. Freeman and Company 出 版 . 
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5 1 


O 多 伦 多 大 学 


户 H-。S-.M- 考 克 塞 特 (H.S. M. Coxeter) 


TT 


pr 


太 约 四 十 年 以 前 ,本 人 与 阿 伯 拉 罕 ， 闪 可 夫 (Abraham Sinkov) 
写 了 两 篇 苯 太 类 似 的 文章 ,研究 由 两 个 生成 元 5,T RARE 
S71775T 的 周期 所 决定 的 群 [ 请 参看 Coxeter 1936 42 — & t9 
Sinkov1936 件 一 文 ; ,他 们 绝 林 梦 见 ,上 年 之 后 ,M + Ce RE 
会 ( 抱 意 识 地 ) 利 用 这 些 赂 作 为 “个 精 巾 细 刻 的 球 以 及 四 件 其 他 艺术 
bh AG St BKRE CHL Escher, 1971, [3] 112, 115, 226, 235, 244,247; Mac 
Gillavry .1976.p- 18J. 28 fap Hak T TT AT PB PRK ON EE SS HE 
SEVER ATI AUX Bf OR EE SOR AB. 


欧 几 里 得 平面 上 的 模式 


ES BAY AREER EMS HATHA FRE 
复 着 ,这 与 对 称 群 p1 ES A. 理论 上 ,中 有 趣 的 模式 可 通过 
其 他 对 称 操作 遇 获 得 ,例如 ,一 个 半 转 (旋转 180") 将 使 主题 上 ,下 颐 
倒 ( 使 字母 b 变 成 字母 9), 一 个 反射 将 把 左手 变 作 布 于 (b 变 成 4 或 
p>. 半 转 是 周期 为 2 的 旋转 ,但 我 们 也 可 以 利用 避 期 等 于 3,.4 或 8 
的 旋转 . 考虑 这 些 “ 等 距 要 素 * 的 一 切 可 能 组 合 ,E。S。，。 费 道 党 夫 (E. 
S. Fedorov) TE 1891 年 证 明了 不 多 不 少 . 恰 有 十 七 种 平面 对 称 群 ,其 
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FASER 


中 也 包括 酒 个 方向 的 平移 , 在 十 七 个 群 中 ,人 从 无 意 地 发 现 , 已 有 十 
一 个 群 被 摩尔 人 在 很 久 以 前 用 十 阿尔 享 布 拉 宫 的 装饰 图 案 . 这 十 … 
SR PAIL SH, Bao ROH PRE REM Lee 
(Bakuba ) 5 Il F (Benin) BB ie G3 TEBE AE JY Bb ELA TH) TE fie 17 9 a. 
织物 与 偿 复 中 用 上 了 [参看 Crowe, 1971; 1975 年 的 文章 ]. 最 后 的 - 
SREY plm, (RIP FLEA RRL HART RRA CRS 
[8] Fejes Tóth 1964p. 40 的 彩色 插页 Plate 贞 . 11. 

埃 歇 尔 的 模式 显得 忠 为 有 趣 , 因 为 它们 的 图 案 主 要 是 HM, 


图 1 
埃 软 冬 的 素描 "天 使 与 魔鬼 ” 


235 


经 过 精心 设计 ,正好 可 以 铺 满 平面 ,不 留 下 一 丝 空 阶 . 例如 ,在 图 1 
中 ,平面 上 的 任 一 点 或 者 属于 天 使 ,或 者 属于 魔鬼 ,或 者 赂 于 它们 的 
分 界线 ,三 者 必 居 其 一 . 模式 被 视 为 连续 的 ,因而 它 可 以 铺 满 全 平面 . 
围绕 图 案 上 的 每 一 个 特殊 点 (四 位 天 使 的 翼 尖 与 四 个 魔鬼 的 愤 尖 正 
好 在 那里 相交 ) ,此 模式 具有 “四 分 之 HE” HERE AE RHE. 对 称 
要 素 中 还 包括 由 某 些 水 平 线 与 垂直 线 所 作 之 反射 ,以 及 所 有 上 述 旋 
转 与 反射 的 乘积 . 更 加 扼要 地 说 ,整个 对 称 群 是 由 一 个 周期 为 4 的 旋 
转 3 与 一 个 反射 了 来 生成 的 , 例如 , 若 了 是 一 个 垂直 镜面 的 反射 ,8 
是 一 个 “四 分 之 一 转 ”, 其 旋转 中 心 尽 可 能 接近 那 面 反 射 镜 , 则 s 即 
可 把 T 变换 为 反射 中 一 S- TS, 从 而 得 出 水 平 镜面 反射 的 效应 旋转 
中 的 整数 宕 Gt 一 0,1,2,3)@ 将 能 把 了 转换 为 对 正方 形 各 个 边 所 作 之 
Kt STS. 

旋转 S 可 形成 由 生成 的 四 阶 循环 群 Ci. 两 个 反射 了 AT, E 
成 四 阶 二 面体 群 D:, 其 中 乘积 TT 生成 一 个 子 群 Cz( 因 为 半 转 TT 
的 周期 为 2). 

美 系 式 s=] 与 只 一 人? 一 《TIT)* 一 1 分 别 为 群 C1 与 D: 的 抽 
象 定义 或 描述 ,由 生成 元 8 与 两 个 生成 元 7 与 了 所 能 满足 的 任何 关 
系 式 都 可 以 从 这 些 简 单 关系 式 推出 来 , 若 把 Ti CH STS. KA 
可 以 推导 出 以 下 关系 起 > 

S! 一 了 :一 《S-17S7)2 一 ] 

作为 由 旋转 8 与 反射 了 所 生成 的 无 限 群 的 一 个 描述 . 

这 一 无 限 群 pdg[ 见 Coxeter 与 Moser1972, 第 47 DISA RL. 
22] 的 一 个 特例 [41+ ,4]. 

该 群 的 描述 为 

S = T? = (SITST) 一 1 CS 2.p 1). 
这 里 8 是 一 个 周期 为 ‘的 旋转 ( 即 旋转 角 为 2r/0 ,而 了 是 一 个 反 
O FERRE Ss RP RAW STH AT. 
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SERN eb TA BT RR Ti TS A 
期 为 p te ZS ERR HE T BD BC EE — PIE LARS 
条 边 , 而 其 相 邻 的 两 边 ( 例 如 2 与 了 的 反射 镜 ) 形 成 一 个 角 n/p 只 
要 平面 可 以 被 正 ! 边 形 ( 围 绕 每 一 顶点 有 27 条 边 在 此 相 接 )? 铺 砌 ,这 
样 的 群 [二 ,2 站 必 然 会 出 现 . 此 类 铺 砌 可 记 为 1 2p} GBB Coxeter 
与 Moser,1972,p, 1023 ,例如 ,14,4} 就 是 常见 的 正方 形 铺 砌 纸 ( 所 谓 
“ 方 格 纸 ” 模 式 ). 欧 几 里 得 平面 上 唯 “可 能 的 其 他 模式 是 {3,6}, 见 图 
2 的 粗 黑 线 . 

埃 歌 尔 重新 发 现 费 道 洛 夫 对 称 群 中 绝 大 多 数 成 员 ,这 件 事 给 予 
结晶 学 家 卡 罗 林 ，。 麦克 … 二 拉夫 利 (Caroline MacGilavry)[ 见 1976, 
彩 图 83 印 象 宇 深 ,但 她 同时 也 指出 , 埃 菊 尔 也 像 非洲 部 族人 -…- 样 , 遗 


图 2 
对 个 灸 尹 图 :3,6)( 粗 黑 线 ) 与 16,3;( 细 线 ) 的 一 个 片断 . 
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漏 了 群 
p3im = [3*,6] 

C#E (Coxeter, 1969, p. 4132 以 及 [Coxeter 与 Moser, 1972. pp. 49, 136] 
两 篇 论文 里 , 它 被 错误 地 命名 为 pSm1). 应 她 的 请 求 RKKA R E 
作 了 一 幅 红 色 蜜 蜂 与 黄 、 绿 包 的 黄蜂 图 ( 见 彩 色 插 图 ) 来 弥补 这 个 
缺陷 .图 中 ,背景 灸 谋 图 13,6} 的 各 边 显然 是 这 些 昆虫 的 对 称 直线 . 这 
些 边 被 其 对 偶 久 谍 图 16,3} 的 各 边 所 垂直 平分 ( 见 图 2 中 的 细 线 ) ,而 
{16,3) 锐 嵌 图 的 各 个 顶点 则 是 三 只 蜜蜂 的 * 肘 部 ”与 三 只 黄蜂 的 “ 肝 
部 ”的 交会 点 .[37,6j] 群 的 生成 元 5 是 围绕 这 类 点 .转角 为 27/3 的 
旋转 ,我 们 很 容易 验证 下 列 关 系 式 为 真 : 
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OO 


天 装点 所 次 : 


So2 fins i, 
Hur pes Ps. 
RAPES 22) LA. ez i 
[2" «9 ] 与 [so ,25 
IX REFEREE By OS SA TEC AL Coxeter, 1969p. 48] 也 
收编 了 进去 . AE AB POE ERE h R 
与 上 列 带 饰 
sees Y A Y A Y an 
的 对 称 群 后 并 则 由 一 个 平移 与 一 个 反射 ( 按 反 射 镜 面 的 方向 进行 平 
移 ) 所 生成 ,是 下 列 带 饰 
“oD D D D Do 


的 对 称 群 . 
ME EX Z BR 


MERMA FE A RS A ARR TT RA Te HY 

uy , JERR CGE BREE BS — A A RE E AE- 
球面 可 以 看 作 是 平面 ,其 上 的 直线 乃 是 大 圆 . 这 看 法 来 自 阿 昔 
BL RE (Abd? 1 Waid) (940-- 998 Æ) [参阅 Woepke, 1855, pp. 352 一 - 
357). El Se RY zh a Se E a BBS RB YB se 
点 的 任 … 个 所 作 之 转动 - AERA IEA. AR BRATIL. 
作 周 期 为 3 的 旋转 对 称 性 ,这 些 旋转 生成 了 阶 数 为 12: 的 四 面体 群 . 
它 可 以 用 记号 A ERR AE ROK RR. A 4 个 顶点 的 偶 排 
ALT RZ BE. 在 同一 个 球 内 还 可 内 接 四 个 正四 面体 ,因此 全 部 20 个 
Th AREA PIE | fk 15.3} CAF Coxeter F Moser. 1972, p. 


O FFE RABE SA REM SAT. ORRRAS EM PREY RK 
生 的 看 法 , 译 为 “ 带 饰 ", 详 见 其 普 作 4 对 称 3-“ 书 . 
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35]. 对 A. 群 追 加 一 个 周期 为 5 的 旋转 以 后 ,我 们 即 可 得 出 阶 数 为 
60 的 二 十 面体 群 , 它 可 记 为 As, 因 为 它 是 五 次 交代 群 , 即 五 个 四 面 
体 的 偶 排 列 所 成 之 群 . 

上 埃 吐 尔 在 其 制作 的 工艺 品 , 一 个 雕刻 球面 上 用 A 作为 其 对 称 
群 ( 见 图 3) ,而 在 另 一 个 球面 上 采用 了 As( 见 图 4). 在 后 一 情况 ,十 


4 
TE R RÉS L i ik. 
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二 洒 花 旺 螺 旋 状 ,有 点 像 海螺 或 长 春花 ,花瓣 的 项 尖 便 是 十 二 面体 的 
顶点 .事实 上 ,这 只 球 的 设计 原理 完全 是 依据 上 面 提 到 的 复合 多 面体 


(CUE 4a) , 它 可 记 为 
{5,3}[5{3,3} ]{3,5}, 
国 为 它 的 二 十 个 顶点 属于 - -个 正 十 二 面体 {5,3} ,而 其 二 十 个 面 则 与 


对 偶 十 二 面体 {3,5} 的 各 个 面相 重合 - 


4a 
Je F + RCAC) F. Petrie) HEM API tk. 


SRN IAB 2p ERA RRA AE ti ho H fe 
刻 球 作品 ( 见 图 5) ,因为 它 具 有 周期 为 3 的 旋转 对 称 性 ,而 这 个 旋转 
的 中 心 是 二 位 天 使 的 慨 尖 与 三 个 魔鬼 的 翼 尖 的 交会 点 . 它 也 具有 
反射 对 称 性 , 浚 反射 了 的 反射 镜面 是 二 个 相互 垂直 的 平面 之 一 - 于 


是 3 与 7 生成 了 寿 [3* ,4 ,而 作为 其 背 其 的 球面 镶嵌 图 {3,4} 则 是 
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一 个 八 面体 ,其 各 个 面 是 球面 被 这 三 个 对 称 平面 所 截 出 的 球面 三 角 
形 . [3+,4] 有 时 称 为 五 衣 十 二 面体 群 ,因为 它 也 是 一 种 黄 铁 矿 叫 休 
的 对 称 群 ,而 黄 铁 矿 品 体 则 是 不 正则 的 十 二 面体 .车 用 抽象 群 的 说 
法 ,这 个 阶 数 为 24 的 群 乃 是 AG XC, 的 直 积 [参阅 Coxeter 与 Moser, 
1972, 第 3 与 39 页 ]. 

事实 上 ,作为 其 定义 的 关系 式 


S = T= (8 VST)? = 1 


图 5 
精 雕 工艺 球 “ 天 使 与 魔鬼 ”. 
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WY Ay FP He 

S = (abe), T = (ab) (cd) (ef) 
所 满足 ,它们 将 作成 A, 与 c; 的 直 积 . 其 中 ,As 由 
(abc) 一 S, Cab) (ed) = STSTS 
生成 ,而 二 阶 群 则 由 

(ef) = CST)? 
生成 ， 
为 了 完整 起 见 , 我 们 也 应 当 提 到 平凡 肤浅 的 两 个 群 
[2+,27] = D, [i+ ,2]=a XC: 

( 阶 数 分 别 为 鲍 与 20 ,它们 很 像 群 L2+ ,co] 与 Lco+ ,2], 仅 不 过 相应 
的 带 饰 是 被 履 在 一 个 圆柱 上 的 . 换 句 话说 [2+ ,2p] 是 一 个 p 多 边 形 反 
棱柱 的 对 称 群 [ 见 Coxeter ,1969,p. 149). 


i JA ee BR 


1958 FE, RBA Be aK AS — 4 HL Sy US PS RRP 6. 他 
SRA BHT TE- SR. RERO RERO. 长 期 以 来 ， 
我 HRT AR PE EB RR RR Ye Ra 
极限 . 如 果 极 限 是 模式 中 央 的 一 个 点 , 则 这 个 问题 是 较为 简单 的 . 直 
线形 状 的 极限 对 我 来 说 也 不 稀罕 ,可 是 我 从 来 没有 能 够 作出 一 个 模 
式 , 像 你 的 图 形 所 表现 ;情况 ,每 个 “ 暴 团 团 ” 从 中 心 向 四 周 越 变 越 
小 ,直至 最 外 面 的 贺 周 极限 . 我 试图 找到 图 形 的 几何 作法 ,但 我 只 能 
求 出 最 大 内 贺 的 圆心 与 半径 . 如 果 您 能 简单 地 解释 一 下 其 他 各 圆 的 
作法 (其 图 心 由 外 边 逐 靳 接近 以 至 于 极限 ), 我 将 喜悦 万 分 并 感激 不 
尽 ! 除了 这 一 个 图 形 之 外 ,还 有 没有 可 以 达到 贺 周 极限 的 其 他 系 
统 ?”- 

在 复 入 中 ,我 告诉 埃 软 尔 :{4,6) 与 和 {6,4} 仅仅 是 无 限 多 种 正则 馈 
嵌 图 (?,9} 中 的 两 种 而 已 ,图 中 的 每 个 顶点 都 有 个 配合 好 了 的 、 完 
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全 合同 的 正 7 边 形 . 如 认为 ?与 9 的 数值 过 大 ,在 球面 或 欧 氏 平面 上 
不 易 描 出 相应 的 贸 贬 图 , 那 就 需要 利用 双 则 面 . 于 是 , 正 ? 边 形 就 会 


图 6 
对 侦 镶 嵌 图 (4,6} ( 粗 黑 线 ) 与 16,4}{ 细 线 ) 的 一 个 片断 . 


具有 一 个 较 小 的 顶点 角 . 在 应 加 莱 (Poincaré) 的 一 种 模型 中 , 双 曲 面 
上 的 “直线 "表现 为 男 弧 , 它 与 欧 氏 平面 上 所 作 之 境界 图 9 EX. 天 
使 们 都 得 到 了 如 实 的 描绘 ,然而 距离 却 遭 到 扭曲 ,而 境界 圆 本 身 的 点 
则 在 无 穷 远 处 . 虽然 图 6 中 粗 黑 线 所 形成 的 正则 四 边 形 “由 中 央 向 四 
周 越 变 越 小 ,以 馆 于 外 面 的 图 周 极限 ”, 我 们 还 是 要 伴 装 不 知 ,把 这 些 
四 边 形 都 看 做 是 正则 与 合同 的 ,我 们 正 是 通过 此 种 想象 力 的 扩展 ,而 
进入 了 双 曲 几何 的 精神 世界 . 
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埃 歌 乐 的 案 描 本 表明 ,在 他 完成 其 杰作 “圆周 极限 久 ”( 见 图 7) 
之 前 ,他 曾 勤 奋 地 钻研 过 这 些 概念 “ 圆 周 极 限 W ”的 对 称 群 (在 双 曲 
几何 意义 下 ) 为 L4- ,6]: 
St = T? = ($ FST) = 1. 


fi 7 
JOD RAS ARR N. 


SEPA Moe S 是 (类 似 于 图 1 中 的 ) 绕 着 一 个 点 所 作 的 内 分 之 一 

转 , 而 此 点 则 是 四 位 大 使 的 翼 尖 与 四 个 魔鬼 的 翼 尖 的 交会 诸 点 中 的 

-个 ,换言之 , 敢 为 (5,4) 镰 媒 图 (图 6 中 道 过 细 线 表示 ) 中 的 一 个 顶 
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AB chao T 则 是 对 图 6 RE AC 6 fh 4 6 PE 
AREAS MAT 的 反射 镜面 是 通过 中 心 的 直线 之 --, 则 六 
HAE EAE AARRE, MAARA TS TS 将 在 庞 加 菜 
ARF Pe Ly RY EB AR A YE OR E7 AeA OL 的 是 ， 
旋转 TT (旋转 中 心 是 天 使 的 脚尖 ?的 周期 为 3, 而 不 是 2. 

埃 歇 尔 利用 了 类 似 的 群 [3+ ,8] 来 创作 他 的 “圆周 极限 工 ”( 见 图 
8), 它 在 数学 上 同样 饶 有 趣味 ,虽然 布鲁诺 ， BH Bruno Ernst) 


ea RAY) RAR F. 


246 


部 是 背 隶 匀 联 疙 13.8;: 见 | 名 9 中 的 顶点 .三 种 颜色 父 会 处 的 点 就 是 
‘B.S; RE |) 角形 而 的 和 下心; 说 在 其 对 侦 构 形 {8,3) 中 则 为 顶点 < 见 
Coxeter .1979:p. 23 的 网 S. 另 一 方面 ,一 种 颜色 下 衬 架 的 中 心 是 
O37 PRA R a ie CERO GLA KT 


Se} HOR EBL 3.2) ( 粗 黑 线 ) 与 {8,3} ( 细 线 ) 的 个 片断 . 


二 之 慌 应 的 构 形 各 ,8 的 厦 点 也 分 别 标 以 黑 点 、 自 点 与 小 轴 点 ). 就 此 
种 意义 来 说 .可 坟 说 埃 欣 尔 丘 先 已 经 预料 到 了 我 的 发 现 . 那 便 是 正则 
{3,8:(3{4,8} 1248,3} 

[参看 Coxeter 1964 的 论文 ,pp. 156 一 157] ,其 中 包括 3 个 倒置 HE 
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访 图 {4,8}, 其 顶点 属于 单个 构 形 {3,8}, 而 其 面 的 中 心 数 则 与 对 侦 构 
形 的 面 数 ( 每 一 个 都 用 上 两 次 ?一样 多 . 


结 论 


对 任意 两 个 整数 /与 pt>2,?>1) 存 在 着 一 个 群 Li+ ,2p], 它 由 
周期 为 :的 旋转 S 与 周期 为 2 的 反射 T 所 生成 ,而 交换 子 S TST 
则 是 峙 期 为 ?的 旋转 .有 关 的 “ 面 ” 分 别 为 球面 , 欧 氏 平面 或 双 沿 面 ， 
取 淆 于 数 人 一 2)(z? 一 1) 是 小 于 2、 等 于 2 还 是 大 于 2. 有 限 群 [3+ ,4] 
〈 阶 数 为 24) 是 埃 歌 尔 的 作品 “球面 上 的 天 使 与 魔鬼 ”中 的 对 称 群 . 他 
还 利用 了 两 个 欧 氏 群 [4+ ,4] 与 [3+,6]. 有 趣 的 是 ,在 满足 

{i— 2)(py— 1}>2 
的 无 限 多 种 双 上 曲 群 [i+ ,2p] 中 ,他 本 能 地 选中 了 两 个 最 简单 的 群 
[4+,6] 与 [3+ ,8]. 
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O D+G+ #4 ¥(D.G. Hoffman) 


EE EE AN 1. TAL RENMEI A Rt RCE iat Aa Banai 


要 在 一 个 边 长 15 英里 的 正方 形 行政 区 中 , 划 出 四 块 长 与 宽 各 为 
7 英里 与 8 英里 的 农 地 ,应 该 怎样 做 ? 〈 在 对 下 页 图 1Ca) 的 答案 偷 从 
地 帝 上 一 服 之 前 ,最 好 请 你 自己 先 党 试 - -下 . ) 

请 注意 行政 区 的 面积 为 157 二 225 平方 英 里 ,而 每 块 农 地 的 面积 
是 56 平方 英里 .因而 还 余 卜 225 一 4X56 一 1 平方 英里 

现在 有 一 个 更 - - 般 的 问题 . Bry HEM, WOR Ree 
块 大 小 都 是 z 英里 xy 英 里 ) 能 否 适当 置 入 边 长 为 z 十 y 英里 的 一 个 
正方 形 行政 区 ? 显然 这 -行政 区 的 面积 是 (z+y)? 平 方 英里 ,而 每 卖 
农 地 的 面积 是 zy 中方 英里 . 所 以 ,除非 

1. dry = (z + y)” 

我 们 是 没有 可 能 解决 本 问题 的 . 换 句 话说 ,如 果 问 题 有 解 , 则 四 块 农 
地 的 总 面积 不 能 超过 行政 区 的 面积 , 即 不 等 式 1 必须 得 到 满足 . 

这 个 更 -- 般 的 问题 确实 有 解 , 我 能 肯定 ,如 果 你 能 解决 第 一 个 问 
Mi, Eb c=7,y=8 的 情况 ,那么 你 … 定 也 能 解决 它 . 下面 的 图 1(a) ,给 
出 了 第 一 -个 问题 的 解 . 而 (b)、 Co), (Cd) 则 分 凡 根 据 * 与 ?的 相对 大 
小 ,给 出 了 … 般 问题 的 解 . 

两 数 *.y 的 算术 平均 数 是 其 和 数 的 一 半 , 即 
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{a} (b} 


x=7 x<y 
y= 8 
x 
x 
tej {d} 
x= y x>y 
图 1 
1 
2. A.M. => (z+). 


当 z.y 都 是 正 数 时 ,还 有 za 的 另 一 种 平均 数 , 它 有 时 是 很 有 用 
. 处 的 . 它 叫做 zy 的 几何 平均 数 ,是 指 其 乘积 的 平方 根 ; 
3. G. M. =./ xy. 
例如 ,车 2—=y, 则 A. M. = 4+ 2) = 2 iif G-M. = rr=2, 
因而 当 c= y AE OS. Ri, He 4,9 = 16 Bf, A. M. 
二 10, 而 G.M. =8. 一 般 来 说 ,几何 平均 数 永 不 大 于 算术 平均 数 , 即 
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ee 


4. ~ zaa). 

PHC“ RAA i, YL AE — Ay SA EA. | 1 表明 该 
问题 确实 有 人 解 , 因 此 不 等 式 1 必然 成 立 . 我 们 在 1 式 的 两 端 各 到 平 方 
根 . 得 出 2 ay aar yy, 腻 2 除 此 式 钓 两 端 , 便 得 到 木 等 式 4, 结 束 
了 我 们 的 证 明 . 

把 - - 些 物体 妥 帖 地 装 入 一 个 容器 的 趣 题 称 为 装 箱 问题 . 这 类 趣 
AXAT e MERRET. 研究 数学 游戏 的 学 者 以 及 走私 贩子 们 都 
是 很 熟悉 的 . 

上 面 这 个 例 了 给 我 们 的 教 益 是 :一 个 装 箱 问 题 的 任何 解法 提供 
了 - -个 不 等 式 的 证 法 . 倘若 所 有 的 物体 都 能 妥 帖 地 装 入 容器 , 则 它们 
的 总 面积 (或 体积 ) 必 定 不 大 于 容器 的 面积 (或 体积 ). 吕 能 反 过 来 说 
也 是 对 的 . 也 就 是 说 ,如 果 我 们 从 - -个 已 成 立 的 不 等 式 击发 ,能 否 由 
此 "“ 造 弄 ”一 个 有 有趣 的 装 箱 问题 . 下 文 给 出 -个 实例 . 

ry.z 二 数 的 算术 平均 数 是 它们 和 数 的 王 分 之 一 ; 妓 


5. A.M. = (etyte). 
SPER 2.9.2 KUL AES Re E MER AR: 

6. G. M. = X zyz. 
有 关 两 个 数 的 不 等 式 4. 也 可 推广 到 一 个 数 的 场合 , 即 

fe Sac atta). 

为 了 闪 此 式 导 出 -个 装 箱 问题 RI ARER MRL 3, 并 
PELT RARE.: 

8. 277yz<S (07 十 zy 十 31. 


我 们 注意 到 zyz ERFA Xy RAR ty 2)! 
则 是 边 长 为 x 二 y 一 z 的 立方 体 之 体积 .于 是 得 出 了 如 下 的 包装 问题 : 
每 块 砖 的 大 小 为 1XyXa. 请 问 ,27 块 一 样 大 小 的 这 种 
砖 ,能 否 妾 帖 地 装 入 一 只 这 长 为 ?十 y 十 z iari? 
当然 ,如果 此 间 题 有 解 , 则 该 解法 就 能 证 明 8 式 { 从 而 也 可 推出 
7 式 ) 是 -个 的 确 成 立 的 不 等 式 . 
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上 面 我 们 已 经 提 到 ,对 任意 正 数 cy. 2,7 式 都 能 成 立 . 然而 这 一 
事实 本 身 并 不 能 保证 获 块 可 以 装 入 箱子 ,而 仅 不 过 说 明 它 们 的 体积 
之 和 不 大 于 箱子 体积 而 已 . (我 的 钓鱼 笔 之 体积 小 于 我 的 公文 包 之 体 . 
积 ,可 是 钓鱼 竿 却 闭 不 进 我 的 公文 包 1) 

说 到 这 里 ,你 也 许 会 真 的 去 和 弄 一 组 砖 块 (27 块 ? 来 动手 解决 这 个 
趣 题 . 我 可 要 劝告 你 怎样 去 选择 z,y、z 的 适当 尺寸 . 选择 z.y.z 时 有 
一 个 基本 阿 题 . 有 些 *.y.z 所 握 供 的 趣 题 简直 是 易如反掌 的 ! 例如 ,z 
=1l,y=1,z=100 3] ARR. 27 BFR RR 十 为 1"X 1"X 100", 
当然 可 以 装 进 102" 1027X 102" 的 大 盒子 , 留 下 的 空隙 足够 放 得 进 
一 只 低音 大 喇叭 . 另 一 极端 情形 是 * 一 * 一 z, 这 时 27 块 砖 全 是 立方 
体形 状 , 可 以 最 最 帖 帖 地 装 进 僵 子 . 为 了 保证 避免 这 种 肤浅 的 情况 ， 
必须 确保 长 . 宽 、 高 三 个 尺 寺 都 不 相同 ,而 且 两 个 较 大 数字 之 和 要 小 


于 最 小 数 的 三 倍 . 
也 就 是 : 
9. 0<z<y<<2z， 
10. yt2<c3z. 


如 果 你 搞 到 的 一 组 砖 块 不 满足 9 式 或 10 式 , 那 就 有 可 能 (而 且 是 极 
有 可 能 ) 轻 易 地 找 出 问题 的 解 

RT IRE 10 式 ,选择 z.y,z 的 合适 尺寸 所 需 之 唯一 其 他 因素 
是 要 看 你 手头 有 什么 材料 可 以 利用 ,制造 起 来 是 否 方便 . 不 存在 满足 
9 式 与 10 式 的 一 组 z.#.z, 由 它们 所 产生 的 包装 趣 题 将 会 比 任何 一 
组 别 的 数值 更 为 容易 或 更 为 困难 ,可 能 只 有 一. 个 例外 . 这 就 是 说 ,9 一 


去 十 2) 所 产生 的 趣 题 也 许 要 比较 难 一 些 ! 这 里 有 一 个 很 好 的 例子 


zr 二 4,9 一 5,z 一 6. 我 们 要 问 :27 抉 4X 5X6 的 砖头 能 不 能 受 帖 地 装 
进 一 只 15xX 15X15 的 箱子 ? 
让 我 向 你 保证 , 这 个 趣 题 确实 有 解 . 事实 上 ,我 昕 J，H。 康 威 
(J. H. Conway) S RAE - SEPP RY (William Cutler) bh, Ae IA RFA 21 
个 解 ,不 计算 箱子 的 旋转 与 反射 ,当然 ,这 是 在 满足 9 式 与 10 式 的 前 
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提 下 说 的 . 

要 找 出 条 题 的 一 个 解 看 来 是 很 困难 的 ,我 想 只 利用 铅笔 与 纸 头 
来 解决 此 问题 , 试 算 了 好 几 个 钟点 . 最 后 ,我 宣告 放弃 ,并 请 来 了 我 的 
朋友 戴 维 ， 克拉 纳 , 他 手中 拿 了 把 甸子. 他 告诉 我 , 当 他 把 锯 下 来 的 
木 块 一 块 块 地 用 沙 擦 光 , 并 按照 下 面 附 图 中 给 出 的 解法 堆放 起 来 时 ， 
他 是 胸 有 成 针 的 , 连 一 块 木头 都 未 改动 过 . 于 是 他 赢得 了 荣誉 ， 成 为 
该 问题 的 第 一 个 解决 者 (请 参看 次 页 的 一 些 照片 )- 我 已 看 到 人 们 解 
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HAEE- ERR HRA- :种 巧妙 的 装 箱 法 的 是 D - A， 克拉 纳 , 上面 附 
FS PEAR. RR - 克拉 纳 《Carl Klarner) 怎样 把 这 些 木 块 (每 块 的 大 小 为 7X8X 
10) 一 块 一 块 地 堆放 起 来 - 拍摄 这 些 焉 片 的 人 是 卡拉 RR + 克拉 纳 (Kara Lynn 
Klarner ). 
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决 访问 题 的 时 间 , 短 的 只 Ne A 
经 有 一 套 木 块 ,并 希望 把 它们 放 同 到 第 了 里 去 (如 果 你 已 经 做 完 了 
ee 
题解 法 . 当然 , 木 块 的 实际 大 小 是 无 关 紧 刻 的 ,你 可 以 把 图 2 利用 十 
任意 满足 9 AZ 10 式 的 zy、z, 正 如 图 1(5) 可 适用 于 任意 的 ey. 

27 块 木 块 排便 为 二 层 ,每 层 9 块 ,图 2 是 每 一 层 的 截面 图 .让 我 
们 仔细 考察 这 个 趣 题 . 我 们 已 假定 z.y,z= 是 满足 9 式 与 10 式 的 此 
数 . 

边 长 为 < 十 y+z 的 一 -个 完整 立方 体 可 以 给 儿 次 锯 切 而 分 成 64 
块 小 立方 体 ,其 边 长 为 (7 1 7 Eo OLA sta)) LRA E 
TATER, REKE TIP AEZ TE OLE 3Cb)). 九 个 平面 归 
属于 三 个 集合 , 其 中 等 个 集合 有 二 个 双 吾 平行 的 平面 在 每 个 集合 
也 .中 间 的 平面 与 另外 两 个 平面 相距 | orto. AS LS 


FAS SRA RR Coty te) ,不 平行 的 两 特殊 半 面 相交 于 一 直线 ,这 
FRAY ER HA 27 条 ,我 们 把 它们 称 为 特殊 直线 ( 见 图 3(c)) ,两 由 
都 不 平行 的 二 个 特殊 平面 相交 十 一 点 :这样 的 点 共有 27 个 ,我 们 称 
之 为 特殊 点 ( 见 图 3(d)). 现在 设想 监 用 27 a XX 2 AR RA 
个 大 立方 体 ， 

现在 考虑 三 个 集合 (等 个 集合 都 有 二 个 相互 平行 的 平 而 ) 中 的 - 
个 . 一 个 平行 平面 把 立方 体 分 为 四 片 , 鲜 片 的 厚度 为 子 (x-+y 十 <). 在 
我 们 的 装 箱 中 ,27 块 中 的 任何 一 块 是 否 部 得 以 完全 身 在 这 四 片 中 某 
- 片 的 内 部 ,与 三 个 锯 痕 中 的 任意 一 个 都 “奇迹 般 " 地 不 相交 呢 ? 

由 于 eee ety becde, 
即 p@tyta<e. 

BER FRE ORCA HRA IN = BEE RB 
FEES Cot yt 2). 因此 , 木 块 可 不 像 魔术 家 的 漂亮 女 助手 ,它们 是 没 
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图 3Ca) Æ Sb》 
九 个 特殊 平面 . 
A a 
{i g fi 
fo l PAE 
fT | 
oe © 
it te ho 
i fs ae 
l i “| 1 
1 上 上 =- 一 -一 一- 了 一 才 
i / Fie PA 
is Ira 
KOT Danan y 
FAA 3o 图 3d) 
27 条 特殊 直线 . 27 个 特殊 点 - 


法 避 开 三 个 平行 锯 割 的 . 

现在 把 我 们 业已 证 明 的 事实 简要 地 归纳 一 下 . 在 装 箱 过 程 中 ,每 
一 块 木 块 在 每 个 方向 上 都 至 少 要 被 三 个 特殊 平面 中 的 一 个 所 切割 ， 
在 长 、 宽 、 高 三 个 方向 都 是 如 此 . 其 后 果 是 ,这 样 三 个 特殊 平面 的 交点 
必然 位 于 本 块 的 内 部 . 我 们 已 经 证 明 ,在 装 逢 过 程 中 ,27 块 木 块 中 的 
任意 一 块 必定 至 少 有 一 个 特殊 点 位 于 其 内 部 ,但 是 一 共 也 只 有 27 个 
特殊 点 . 因此 ,每 一 木 块 必 然 是 正 正好 好 有 一 个 特殊 点 在 其 内 部 ;每 
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…- 特 殊 点 必然 正好 是 在 某 一 个 本 块 的 内 部 (顺便 说 一 名 ,我们 也 已 证 
明了 ,在 箱子 中 不 可 能 装 入 28 块 或 更 多 的 本 块 ,因为 与 之 周旋 的 特 
殊 点 不 够 数 ). 

每 一 条 特殊 直线 上 有 着 三 个 特殊 点 ,它们 都 “ 黄 ? 在 包含 这 三 个 
特殊 点 的 木 块 内 部 - 那么 ,是 否 有 可 能 像 图 4 那样 ,存在 着 空隙 呢 ? 


| j 


4 
HR SR FA“ SR”. 


我 们 能 够 证 明 不 可 能 有 玫 种 空 阶 存 在 . 让 我 们 来 算 算 看 ,在 装 箱 
过 程 中 ,对 每 条 特殊 直线 来 说 ,其 多 长 x 十 y 十 z 中 ,究竟 有 多 少 是 落 
AAR A BO. 让 我 们 把 这 27 个 数 (27 条 特殊 直线 中 ,每 条 直线 都 
各 有 一 数 ) 统 统 加 起 来 ,并 以 记号 上 表示 其 和 数 . 27 个 木 块 都 各 有 - 
个 特殊 点 位 于 其 内 部 ,而 这 个 特殊 点 有 三 条 特殊 直线 从 三 个 正 交 方 
向 通过 它 . 因此 ,每 一 木 据 至 少 必须 “ 吞 吃 ” 掉 特殊 直线 的 + 十 y 十 z 个 
单位 长 . 于 是 有 27(z 十 y 十 z) 志 1, 另 一 方面 ,27 条 特殊 直线 中 每 -条 
的 长 度 是 x 十 y 十 2, 于 是 :上 委 27(z 十 zy 十 z) ,把 这 丙 个 不 等 式 联系 起 来 
看 ,只 本 能 是 :一 27(z* 十 y 十 2] ,每 条 特殊 直线 必须 完全 处 于 具有 这 二 
个 特殊 点 的 三 个 小 木 块 内 部 . 特别 地 讲 , 像 图 4 那样 的 空隙 不 可 能 存 


pr OE ee 
-一 下 


图 5 
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ade RE eao 中 的 -个 ,由 于 oy <2. E i REAA T ae PB 
RE abe 是 xz.y.: A HEA, ERKE a=b, BE 
thy ta rysetytos lll p= SG ty) JE -种 情况 不 可 能 产生 . 

我 们 能 够 证 明 第 二 种 情形 a=b cemy 根本 不 可 能 发 生 . 27 条 特 
殊 直 线 中 的 每 一 条 都 被 包含 此 直线 的 三 个 小 木 块 分 作 三 段 . 因此 总 
共有 27. 3 一 81 段 . 另外 ,这 81 段 必 定 正 好 含有 27 个 x,27 个 yy 与 
27 个 z, 这 是 因为 27 个 木 块 的 等 一 块 都 割 出 这 三 路 ,每 种 尺寸 都 轮 
到 一 段 . 上 文 已 指出 , 任 一 特殊 直线 都 有 一 段 长 度 是 y 或 者 三 段 全 是 
y 但 是 总 共 也 只 有 27 By 长 ,由 是 得 知 每 条 特殊 直线 必定 正好 有 一 
BRA y KSEE abep 这 种 情形 不 可 能 产生 ， 

我 们 已 经 证 明 27 RAPA HE KARST Ris 
木 块 的 内 部 ,这 些 木 块 把 直线 分 成 具有 不 问 长 度 zy.z 的 三 段 ,这 是 
一 桩 很 有 用场 的 事实 . BEND RE 6 所 示 的 办 法 ,在 箱子 
底层 摆 放 这 九 决 小 木 块 ,你 就 不 可 能 解决 这 个 奖 箱 难题 ,你 能 看 得 占 
这 是 什么 道理 吗 ? 


B 


AREH EAE, Be 4 — PR T mA fa LE 7 那 种 安 
HE REE AACA A ER E PT AB Ze] eS pA 和 
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BR Van A. SRT C AA Re. MO EAIN de ge Pp ce Py PT A e 
EETA R Pe HHT CELA SB PE Z RREA Be oS EOP RR. 


. cs 


7 


HER. LPR GFE PS ALT RR BD E T 
JUBA FE RPE OF EL AE By SL Fg 
形 之 长 RA eX ye Xe My Xz. FÆ HIE FBS: RIL 
RIL RB: =p rxy Hp eX ca HP eX cH. 这 方面 的 三 个 
实例 可 以 参看 上 面 的 图 2, 顺 便 说 一 句 ,我 们 也 已 证 明了 

11. Bay beet yz) ry t 2), 

KEHA ARATE. oe EPR BRE AE 

如 果 满 总 9 式 与 10 式 . 则 不 计算 旋转 与 反射 ,- -个 边区 为 x 十 y 
十 :的 正方 形 止 好 有 78 种 方法 被 二 个 xXy 夭 形 . 王 个 zxz 逢 形 与 
II yX z FEJE E EH. 

ASER 4 5 7 ERR ARFA SL fol ERE 
(PEW ET AE naen 均 为 正 数 , 则 有 

12. VOEE? We Tah eaten Hr). 

Fe BR ATK HS Be wy IL fol Fe. A A ROE 
均 数 . 

为 把 12 式 变 成 一 个 超 题 , 先 将 两 边 各 飞 上 *, 然 后 各 自 取 次 
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等 ,其 结果 是 a 


13. Wry stg e ee n) tt ee te), 


这 里 ,rm -xz a 是 具有 尺寸 ,x2，-…,z, W n EK RHR, 
(十 十 … 十 zx.)" 是 一 个 4 维 完全 立方 体 的 栖 积 ,此 立方 体 的 每 边 之 
长 为 十 zz 十 … 十 x; 这 样 的 wr 个 木 块 能 够 装 入 维 立 方 体 蚂 ? 

让 我 向 那些 不 习惯 于 思索 四 维 或 更 多 维 的 读者 们 保证 ,这 样 一 
种 思考 ,如 果 适 当地 操练 一 下 的 话 ,是 决 不 会 像 襄 传 所 说 的 那样 ,3 引 | 
起 相当 厉害 的 大 脑 损伤 的 . 如 果 上 面 的 这 段 叙 述 使 得 你 害怕 了 ,那么 
下 面 将 给 出 -' 些 解释 . 

正如 一 个 矩形 有 两 维 (长 与 宽 ), -只 皮鞋 盒子 有 三 维 那样 ,一 个 
n 维 的 木 块 或 箱子 有 着 维 ,zzz 其 中 每 维 的 测度 > 为 一 正 
数 . 让 我 们 用 向 量 (x ,zz，… ,zx,) 来 表示 一 个 木 块 或 箱子 . 例如 (3,5) 
表示 -- 个 3X5 征 形 ,(4,6,2,.6) 表 示 一 个 4X6X2X6 的 四 维 “ 箱 
子 ” 而 (2,3,9) 与 (2,9.3) 则 部 表示 一 个 2Xx3Xx9 的 普通 三 维 箱子 . 
(在 一 - 维 , 即 x==1 时 .Cr 表示 长 为 个 单位 的 -个 线段 ). 

箱子 (rtr… zz) 所 拥有 的 “= 维 材 料 ” 的 测度 便 是 数 z1 + re 

> zx， 期 其 各 个 维 的 乘积 . 它 称 为 箱子 的 超 体 积 ( 广 闵 体 积 ). 这 
PE a= E RAR RK = 2, SRR EHR. 
Af m= 3,0 KRR EOM A RR. 

据 我 所 知 , 下 面 的 问题 馆 今 尚 未 解决 : 

14. 对 哪 - -个 正 整 数 =, 装 箱 问题 都 有 解 ? 也 就 是 说 ,对 任意 下 
Bory tect, ABR ite. ae) AY et PAIR TY LY EG 
RA PBA otro 十 zx. 的 完全 = 维 立 方 体 ? 

fEen=1 时 ,问题 是 肤浅 的 .在 zz 一 2 或 a=3 时 ,图 1 与 图 2 已 
告诉 我 们 ,对 任意 的 人 zz) 或 (zzyz ,应 该 如 何 着 手 . 那么 ,对 n= 
4 或 更 大 的 数 , 情 况 又 怎样 呢 ? 

ARREZ, TER 13 并 不 足以 保证 那些 木 块 能 够 装 入 箱 
子 , 它 只 不 过 教 我 们 别 千 那 种 毫 无 成 功 希望 的 春 事 . (如 果 13 式 得 不 
到 满足 ,我 们 就 可 以 肯定 , 木 块 无 法 妥 帖 地 装 箱 . ) 
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让 我 们 把 装 箱 法 存在 的 那 种 维 数 > 称 为 优美 维 数 . 由 上 所 述 ,可 
知 1,2,3 都 是 优美 维 数 .J' EPEA A. Selfridge) 告 诉 我 ,R， 罗 宾 
孙 已 证 明了 下 述 定 理 : 

15. WMR mx 与 4 是 优美 维 数 , 则 nin 也 是 优美 维 数 . 

特别 地 说 ,由 于 2 与 3 都 是 优美 维 数 ,所 以 4,6,8,12, 甚 至 
181398528= 2" - 3" 全 都 是 优美 维 数 .于 是 ,4' 二 64 个 四 维 木 块 ,每 
个 都 具有 尺 Fist) ,将 能 妥 帖 地 装 入 一 只 楼 长 为 atnte 
十 的 四 维 完全 立方 体内 . 

人 们 可 能 会 怀疑 所 有 的 正 数 维 ”都 是 优美 维 数 , 如果 确 系 如 此 ， 
那 就 只 需 对 一切 素数 * 来 研究 就 行 了 ,因为 任何 正 数 都 可 表 为 素数 
的 连 乘积 ,而 解法 也 可 由 15 式 “ 相 乘 ” 而 得 .在 目前 ,最 小 的 存疑 维 数 
iE 5. 

我 希望 某 些 满怀 雄心 的 读者 会 去 尝试 求解 如 下 问题 :5 一 3125 
4S FLEA IR BER AAD 2X2 XK tr K eX 05) HERA PME x 
Hrt ratrat ts 的 五 维 立方 体 箱 fF? 

在 理解 罗 宾 孙 对 15 式 的 证 明 时 只 有 一 个 绊脚石 , 那 就 是 下 文 将 
要 说 明 的 16 式 .一 旦 你 搞 通 了 16 式 , 你 就 会 发 现 , 证 明 15 式 是 很 容 

在 我 们 叙述 这 个 事实 以 前 ,让 我 们 给 出 一 个 例子 . 在 图 ! 中 我 们 
已 表明 ,四 只 (7,8) 和 矩形 可 以 装填 … 个 (15,15) 正 方形 . 因此 ,出 块 (7， 
8,100) 励 块 将 可 装 入 一 个 (15,15,100) 的 箱子 . 类 似 地 ,四 只 到 维 夸 
块 ( 每 块 的 大 小 都 是 (7,8,100,14,47)) 将 能 装 入 -只 二 维 (15,15， 
100.14. 4D HT. 

16. in RAK W Crue Euz: tt Zia, ) s tars Lea tts Eral tts 
CEs Eerst aLa AI k M n ERRER GE RIERA A AKD Gns ya» 
ees yO RJR KAA Carte tia sE asis eet a) y Lars Ezt 
Kans Ziy Rott aA) stt y Mey pLere Eia Zisizo et AY kn OE pe Hn 
ARGE — HADR Gigt rhiz O RRT. 

现在 我 们 准备 证 明 罗 宾 孙 定理 (15 A) ,如 果 已 知 m nr BRS 

265 


维 数 ,我 们 要 证 明 m 也 是 一 个 优美 维 数 . 换言之 ,我 们 必须 找到 - -种 


办 法 ,把 具有 一 样 大 小 (rtyzuzy tts Eia air Eze y Zams Tas es 
Lem Vas Tatr Tags" r Lean) AY Grn) 4s mm 维 砖 块 装 入 一 只 ma 维 完全 
立方 体 箱子 ,此 箱 的 各 边 之 长 均 为 而 t 则 为 mm PRD as ee Ena 
之 和 . 如 时 我 们 不 把 砖 块 的 ma 维 尺寸 都 排 成 长 长 的 一 行 ,而 改 用 下 
面 的 矩阵 形式 


Tris Bee Tl 


Hai» Mo,2 s Ta 


Tms  Tm,29 sy Tm 


表达 , 则 证 明 过 程 将 会 较 清 楚 与 简单 一 

第 一 步 ,我 们 把 Cm) PEE m” 抉 砖 的 各 群 . 3 
SRE GIT BUNGE Gma) /m =m" Dam, A 5a tnt en, BE 
然 m 是 一 个 优美 维 数 ERR SSA Courter Em1) H] mR 
FERAT ARor Asis ss RT- 利用 16 式 , 我 们 可 以 看 


出 ,oz Cas 群 中 的 任意 PAG me 块 砖 能 装 入 一 个 箱子 ,其 八 
“fe 


这 类 箱子 有 mee- Dam 只 . 再 把 这 些 新 的 箱子 分 群 ,使 每 一 群 均 有 mm 
只 箱子 ,这 时 群 的 个 数 将 是 e/a mn, 在 每 一 群 中 的 
"只 箱子 可 以 装 入 一 只 尺寸 为 


Sa Szy T1,33 t, Bie 


Sy $24 了 239 Ty Ze 
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en rere 


的 箱子 ,此 时 $2 一 Zz1,z 十 zz,z 十 … 十 zm,2.《 这 里 我 们 利用 了 以 下 事实 ;每 
块 大 小 均 为 《zlzyz2.2， … xz) 的 m” 块 夸 能 装 入 一 只 CSszr S2: sz 的 
箱子 并 再 次 应 用 16 sh.) 

把 每 次 过 渡 一 列 的 过 程 重 复 进 行 > 次 .在 每 一 阶段 ， 把 上 一 阶 
发 所 得 的 箱子 进行 分 群 ， 使 每 群 具有 m" 只 箱子 ， 再 把 每 群 中 的 箱 
子 重新 集合 为 一 只 新 的 箱子 、 这些 新 箱子 的 尺寸 (每 群 一 只 ) 是 把 列 
中 所 有 元 素 之 和 来 取代 正 被 谈论 的 列 的 每 个 元 寨 . RARE: 
Cm) 个 源 始 砖 块 都 被 装 进 me ae 只 箱子 ， 其 中 每 只 箱子 的 
各 个 尺寸 为 


S15 Sey assy S, 

30 FB Ta a aada u T T a ETTE 

现在 我 们 来 做 同样 的 事情 ,不 过 ,这 时 是 对 行 而 不 是 对 列 了 . E 
na 只 箱子 分 成 每 群 具 有 ww 只 箱子 的 各 群 . 群 的 个 数 将 是 wm/ 一 
neon, EEA n 是 一 个 优美 维 数 ,所 以 ,大 小 为 (81,s,…,s,) 的 ww 个 入 
块 能 装 入 一 只 大 小 为 (by DWT RE taats tee ts GER 
:是 所 有 mn BRU AG PER RIESI distiran 之 和 ,这 在 16 式 的 
下 面 已 经 定义 过 ,因此 + 是 我 们 企图 装 入 的 m 维 超 立 方 体 的 每 条 边 
之 长 ). 于 是 ,利用 16 式 , 我 们 可 以 着 出 ,每 一 群 中 的 w 只 箱子 将 能 
装 入 一 只 大 小 为 


的 新 箱子 ,而 这 种 箱子 共有 ae ”只 .对 mm 行 的 每 一 行 都 重复 以 上 
过 程 ,其 结果 是 一 切 砖 块 都 能 装 进 一 只 (nm "一 1) 大 小 为 
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t, t, ase, Ł 
的 箱子 ,而 这 正 是 我 们 的 意图 . TE, HA Cmn) H R ia nka BE RE 
箱 ,也 就 是 说 ,mr 是 一 个 优美 维 数 . 证 明 完 毕 . 

” 在 本 章 中 ,我 们 已 经 看 到 一 些 例子 ,藉以 表明 不 等 式 与 装 箱 问 题 
的 巧妙 联系 ;有 了 时候 ,已 知 不 等 式 可 以 导出 有 趣 的 装 箱 问题 ;反之 ,有 
时 候 , 可 以 通过 求解 一 个 装 箱 问题 来 证 明 一 个 不 等 式 . 

上 述 证 明 过 程 表明 一 种 进一步 联系 . 在 关于 算术 平均 数 与 几何 
平均 数 不 等 式 的 某 些 标准 证 法 中 ,一 个 步 又 是 要 设法 去 证 : 若 对 mm 
个 数 成 立 , 叉 对 个 数 亦 成 立 , 则 对 me 个 数 同样 成 立 . 而 这 种 证 法 
可 以 表述 为 ,证 明 的 每 一 步 对 应 于 上 述 罗 宾 孙 证 法 中 的 一 步 ! 我 们 所 
获得 的 教 益 是 :一 个 不 等 式 的 已 知 证 法 有 时 可 用 于 找 出 … 个 装 箱 癌 
题 的 解 . 

数学 里 头 有 很 多 不 等 式 ,它们 中 间 肯 年 有 许多 可 以 导出 有 趣 的 
装 箱 问 题 . 我 想 为 读者 推荐 -- 本 很 优秀 的 读物 《几何 不 等 式 》, 作 者 是 
N+ D - FAHREN. D. Kazarinoff) (Random House 出 版 的 《新 数学 
文库 3》 第 四 册 ). 任何 -- 个 具有 高 中 数学 水 平 与 虚心 好 学 的 人 都 能 看 
得 慌 这 本 书 ( 实 际 土 《新 数学 文库 ?中 所 有 其 他 书籍 也 是 如 此 ). 

当 你 下 次 遇 到 一 -个 不 等 式 时 ,请 你 想 尽 一 切 办 法 把 它 转变 为 一 
个 装 箱 癌 题 ,也 许 你 将 为 所 导出 的 结果 深 深 吻 醇 
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本 文中 .我 们 将 研究 由 全 等 的 立方 体 组 成 的 空间 铺 砌 . 在 说 到 这 
些 立方 体 组 成 空间 铺 砌 的 时 候 , 我 们 指 的 是 它们 在 空间 不 重 又 . 我 们 
设想 这 些 了 并 方 体 的 楼 部 是 六 行 坐标 轴 的 . 由 于 运用 单位 立方 体 不 
至 于 损害 - 般 性 .下 文 我 们 将 要 经 常 采取 这 种 做 法 - 


fas ae! av ome 
| 
| 
! | : 
图 1 
平面 的 标准 铺 彻 - 


我 们 首先 从 二 维 ( 较 简 单 ) 情 况 着 手 研究 ,这 里 ,我 们 所 涉及 到 的 
是 出 边 平行 于 华 标 轴 的 全 等 正方 形 组 成 的 站 而 铺 优 - 最 简单 的 平 闸 
铺 砌 是 如 图 1 所 示 的 “标准 铺 确 ” 在 这 平面 铺 玩 中 ,每 一 个 正方 形 都 
与 其 他 四 个 正方 形 以 边 边 柑 接 的 形式 连接 . 仅 当 两 个 正方 形 拥有 一 
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TARAR EE E ELA Hi. FRAT UL IS EER AET i BN 
EDRR BATRE JERR SP P E D E 2 R 在 
这 种 情况 下 ,我 们 就 组 成 这 样 的 平面 鲁 砌 , 它 里 面 的 正方 形 只 与 其 他 
两 个 正方 形 边 边 相 接 - 除了 移动 各 行 的 位 置 ,我 们 也 能 移动 各 列 的 位 
置 , 如 图 3 所 示 . 从 这 里 我 们 容易 看 到 ,在 任何 一 个 由 全 等 正方 形 组 
成 的 平面 铺 砌 中 ,每 个 正方 形 总 是 位 于 某 一 行 或 某 - - 列 , 或 同时 位 于 
某 行 某 列 之 中 . 因此 ,这 类 铺 砌 中 ,每 一 个 下 方形 至 少 与 其 他 两 个 正 
方形 边 边 相 接 . (平面 或 空间 中 的 格 点 是 指 坐 标 为 整数 的 点 Cz,y) 或 
Cay) ) 如 果 我 们 把 -- 个 单位 正方 形 的 中 心 放 在 平面 的 每 一 个 格 
点 上 ,那么 我 们 将 得 到 一 个 标准 的 平面 铺 砌 - 


I 


2 3 
ES AAT LA J A P AT. ; BII A R R E R. 


MERIH EEE. 如 果 我 们 把 一 个 单位 立方 体 的 中 心 放 
在 空间 的 每 :个 属 点 上 : 那 我 们 就 获得 了 … 个 标准 的 空间 铺 砌 - 在 这 
类 空间 铺 砌 中 ,每 个 立方 体 部 与 其 他 六 个 正方 体 以 面 面 相 接 的 形式 
连接 (我 们 所 说 的 商 面 相 接 仅仅 指 它 们 拥有 一 个 公共 面 的 状态 ). 这 
类 空间 铺 砌 可 以 分 解 成 平行 于 xy 平 商 的 不 同 晨 , 要 改变 这 类 空间 铺 
MWe 及 y 方向 任意 移动 那些 不 同 的 层 . 每 一 层 之 中 ,我 们 可 
以 把 行 在 z 方向 移动 任意 长 度 , 或 者 把 列 在 ? 方向 移动 任意 长 度 , 就 
如 在 平面 铺 砌 中 一样. 我 们 也 可 以 在 某 些 层 中 移动 行 ,在 另 一 些 层 中 
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移动 列 . 通过 这 类 移动 ,我 们 能 得 到 这 样 的 空间 铺 砌 : 它 的 每 个 立方 
体 仅 同 其 他 两 个 立方 体面 面相 接 . 

共 平 行 于 任 一 坐标 平面 的 尾 出 发 ,我 们 亦 可 以 得 到 类 似 的 结构 . 
但 是 ,每 一 个 立方 体 并 不 -ERRER - 层 中 ;事实 上 ,我 们 可 以 给 
出 几 个 不 存在 层 的 空间 铺 砌 . 在 说 明 这 个 问题 时 ,为 了 方便 起 见 ,我 
们 用 “ 列 ” 这 个 词 来 代表 那些 在 任 -- 坐 标 方向 连接 起 来 的 一 串 立方 
体 . 

在 标准 铺 砌 的 三 个 坐标 方向 上 各 挑选 一 列 ,使 它们 不 具有 公共 
立方 体 ,然后 沿 各 自 符 标 轴 方 向 移动 ,我 们 便 得 到 了 一 个 最 简单 的 没 
ARH EMAN. 

这 一 概念 的 推广 将 能 得 出 使 某 一 特定 的 立方 体 不 与 任何 其 他 立 
A FS TAT AD SE YT] SB A. 为 了 组 成 这 样 的 空间 铺 砌 ,我 们 先 从 标准 
铺 砌 开始 ,挑选 一 个 准备 避免 与 其 他 任何 立方 体面 面相 接 的 立方 体 . 
它 周 转 的 六 个 立方 体 可 被 归 入 六 充 一 一 每 个 坐标 方向 上 两 列 一 一 而 
每 一 列 都 能 自由 移动 ,不 牵连 其 他 列 或 中 心 立 方 体 . 例如 ,在 xz 方向 
上 邻近 中 心 立 方 体 的 立方 体 可 以 在 y 方向 上 移动 ;在 y 方向 邻近 中 
心 立方 体 的 立方 体 可 以 在 :方向 移动 ;在 z 方 向 邻近 中 心 立方 体 的 
立方 体 可 以 在 z 方 向 移动 .每 一 种 情况 ,都 是 在 指明 的 坐标 方向 上 作 
整 列 移动 . 这 样 中 心 立 方 体 就 不 再 与 其 他 立方 体面 面相 接 了 、 

与 此 类 似 , 我 们 可 以 作出 一 个 空间 铺 砌 , 它 里 面具 有 无 限 多 个 避 
免 与 其 他 立方 体面 面相 接 的 立方 体 . 下 文 所 描述 的 空间 钙 砌 是 由 汉 
斯 强生 (Hans Jansen) F 1909 年 发 现 的 , 首先 把 每 个 立方 体 的 中 心 
放 在 空间 每 一 个 格 点 cal ERS At bE AY 2 I] EH. 然后 将 以 
下 立方 体 的 中 心 (z,y,2) 移 动 万 六 个 单位 ， 

WMR y 为 偶数 ,z 为 奇数 ， wi + 方向 移动 ; 

WR > 为 偶数 ,z 为 奇数 , 则 沿 y 方向 移动 ; 

如 果 z 为 偶数 ,y 为 奇数 , 则 沿 z 方 向 移动 . 

4 e 为 偶数 或 奇数 时 ,截面 *=*e 的 结构 如 图 4 所 示 . 这 些 平 面 通过 
27 了 
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主 多 立方 体 的 中 心 ,同时 ,截面 也 通过 了 某 些 沿 z 方向 移动 的 立方 体 
UE RA 4 BRAS) TS. 箭头 表示 相对 其 他 立方 体 移动 的 方 
E ABLE *、 汶 2 恕 标 全 为 奇数 或 个 为 个 数 的 立方 体 是 问 定 的 , 因 布 没 
{Re EMA SWI PR RG. 显然 ,这 些 不 与 其 他 立方 
浓 抽 古 提 接 的 立方 体 占 全 襄 的 二 另 一 方面 ,如 时 给 定 一 个 出 全 等 立 


EHRE TIRT. RH keari A S 


TRHA. SE (IRER eA ST ARE TB 


7S fA] Bo 58 E (Jansen fj) WYRE - 


PAE RS Re SE WI REEN AAR Se. 
FR ATER ST ol Ce A] BY BES AAAA RK  HT ARAREIE ， 
REH RUR L AI Be UY PRA BORE K, IB RAT 
ZA kB. BUNT SE A a | 重 铺 砌 ,或 称 简单 铺 砌 . 
平面 多 重 铺 砌 并 不 是 很 有 趣 的 . A EE oS ke EF Ae 
可 以 由 个 入 单 铺 形 琶 成 . 因此 ,每 个 正方 丧 至 少 与 其 他 其 个 止 方形 

在 空间 ,出 现 了 些 新 情况 ,并 不 是 所 有 的 多 重 空间 铺 砌 部 可 以 由 
fe FP WE) a. 进一步 说 ,使 每 -~ 个 正方 体 避 免 而 而 相 接 是 有 可 能 
的 .这 在 1974 年 由 我 证 明 , 当 时 我 发 现 了 全 等 立方 体 公 成 的 25 重 容 
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A, EB Et PA ae PS PBS TE TA aa ak ET) 
时 ,为 了 方便 起 见 ,我 们 用 边 长 为 5 的 立方 体 代 蔡 单位 立方 体 . 显然 ， 
这 种 斥 寸 上 的 奉 换 不 会 影响 问题 的 结果 . 我 从 所 用 到 的 立方 体 的 中 
心 都 位 于 格 点 上 . 我 们 将 利用 满足 下 列 四 个 条 件 之 -的 中 心 点 (za 
z): 

zr = y = z(mod2), z+y t+ z= O0mod5); 

zt 1 = y = z(mod2), ++ y+ 2= 1(mod5); 

x = y + 1 = z(mod2), z +y + z= 2¢mod5); 

r = y = z + I (mod2), z+ +z = 3(mod5). 
这 里 我 们 所 使 用 的 同 余 式 记号 a=b(mod m) 是 指 a Bb BA m 
的 倍数 .上面 的 第 一 行 指 的 是 华 标 x.y、z 同 是 奇数 或 者 同 是 偶数 ,并 
且 它 们 的 和 是 5 的 倍数 . 总 之 ,每 - - 行 的 第 一 部 分 总 是 说 明 二 个 坐标 
是 奇数 还 是 偶数 ;而 第 二 部 分 则 给 出 了 它们 的 和 除 以 5 的 余数 . 第- 
个 条 件 称 为 奇偶 性 条 件 . 所 有 满足 上 述 某 -奇偶 性 条 件 的 格 点 全 体 
被 称 为 组 成 一 个 奇偶 类 . 我 们 将 证 明 所 有 上 面 提 到 的 立方 体 加 在 一 
起 能 组 成 一 个 25 重 空间 铺 卉 ,而 且 其 中 没有 任何 两 个 立方 体面 面相 
接 . 

为 了 说 明 它 是 一 个 25 重 空间 销 砚 ,就 有 必要 证 实 每 一 个 格 点 都 
被 覆盖 25 次 . 现在 ,每 - -个 以 5 为 边 长 ,包含 格 点 (zsyz' ) 的 江 方 体 
的 中 心 点 集 正 好 是 以 Czy,z') 为 中 心 ; 边 长 为 5 的 立方 体内 的 各 个 
格 点 Cz,9,2). HA RIER y ) 二 (0,0,0) 的 情形 ,也 就 是 一 -个 
中 心 在 原点 、 边 长 为 5 的 立方 体 . 这 个 立方 体内 的 格 点 (z,y,2) 共 有 
125 个 ,对 应 坐标 值 分 别 为 一 2, 一 1,0,1,2. 这 就 形成 了 一 个 5X5X5 
的 立方 阵 . 我 们 先 来 看 满足 条 件 + 二 y 寺 zlmod2) 的 那个 奇偶 类 . 它 包 
舍 两 个 部 分 , 当 x,y,z 均 为 偶数 时 ,形成 3X3X3 立方 阵 , 共 27 点 ; 
当 zx.y,z 均 为 奇数 时 ,形成 2X2X2 立方 阵 , 共 8 点 . 
现在 让 我 们 攀 作 截面 z* 二 yz=c, 它 正好 垂直 于 立方 体 的 一 条 
对 和 角 线 .3X3X3 立方 阵 的 截面 将 含有 1,3,6,7,6,3,1 个 点 ,如 了 图 5 
所 示 . 2X2X2 立方 阵 的 截面 将 含有 1,3,3,1 个 点 . 把 这 35 个 点 加 
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在 一 起 考虑 ,我 们 发 现 它们 所 在 的 等 间隔 的 平面 包含 
1,0,3,1,6,3,7,3,6;1,3,09,1 个 点 .把 x 十 y 十 ztmod5) 肥 同 值 的 点 结 
合 起 来 ,将 可 得 到 如 下 总 和 ， 
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| as ae a a 
央 此 ,在 给 定 的 立方 体 中 正好 有 ?7 个 格 点 满足 z 三 y 二 (mod2) ,并 符 
合 z 十 /十 ztmod5) 的 预定 值 . | 
给 定 立 方 体 的 所 有 格 点 组成 十 曾 所 提 到 的 5X5X5 立方 阵 , 我 
们 再 一 次 考虑 截面 十 y 十 4 一 6, 其 中 的 三 个 已 在 图 6 中 给 出 .截面 中 
所 含 点 的 个 数 语 在 下 面 ;它们 是 按 x 十 y 十 <《mod5) 岁 值 组 合 的 . 


. > œ . o ° 
. > . kd 
. . 8 e o è ee . 
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图 5 
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图 8 


5X5X5 SoH AR. 


25 25 25 25 25 
Af REMERA T 25 次 . PAE BT A 55 A REREH, e, 
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y 取 一 2, 一 1,0,1,2 中 和 任意 值 时 , 则 对 边 给 定 了 的 + 十 y 十 z{mod5),z 
是 唯一 确定 的 . 满足 二 y 二 ztmod2) 的 每 个 2 十 y 十 z(tmod5) 的 值 出 现 
7 次 ,因而 对 其 余 的 点 出 现 18 次 . 现在 我 们 把 满足 其 他 3 个 条 件 的 
奇偶 类 以 z、y.z 进行 轮换 . 换 句 话说 ,其 他 3 组 奇偶 类 的 格 点 是 以 对 
空间 直线 * 一 * 一 : 相继 旋转 120* 的 方式 进行 置换 . 

因此 ,在 每 一 组 中 ,任何 :十 y 十 xz(mod5) 的 指定 值 在 给 定 的 立方 
体 中 必然 正好 出 现 6 次 . 

现在 让 我 们 考虑 中 心 在 任意 点 G92) 、 边 长 为 5 的 立方 体 .如 
果 我 们 把 这 个 点 平移 到 原点 ,那么 在 给 定 立 方 体 中 的 格 点 (zy.z) 将 
变 为 格 点 (2 一 zy 一 2 一 2 区, 如果 {zyzD) 是 给 定 的 ,那么 这 点 的 奇偶 
类 就 由 (x,y .2 的 奇偶 类 来 确定 ,反之 亦 然 . 特别 地 ,如 果 (z、y,z) J 上 落 
Eny ) 的 同一 奇偶 类 时 ,我 们 将 有 : 

a—a! =y— y =z— z! (mod2). 

M E i aS 1 E E RRA A E GI EET TR ee 
z 十 ?十 zC(mod5) 的 值 . 但 在 共 余 三 组 中 ， 都 公有 6 个 点 满足 ATE HY x 
+y 十 zmod5) 的 值 . 

由 此 可 见 ， ea SE EAA HE AY TO 
mi LI aE AE TS TOK RE AR 6 次 - 那 
么 ,四 组 立方 体 加 在 - -  A 25 OK AT RI 一 
个 25 重 的 空间 铺 砌 所 有 这 一 切 并 不 受 四 个 条 件 中 z 十 y 十 snod5) 
之 值 的 约束 . 

我 们 现在 验证 没有 两 个 立方 体 以 面 面 相 接 . OR AA A 
看 面相 接 , 奢 么 第 二 个 立方 体 的 中 心 一 定 能 递 过 移动 第 一 个 立方 笨 
的 中 心 (使 其 中 的 … 个 化 标 改变 5 个 单位 长 ) 而 得 出 . zene 了 
奇偶 类 ,然而 却 没有 改变 z 十 ?十 xmod5? 的 值 一 一 然而 这 种 事情 是 
不 可 能 发 生 的 ,因为 四 个 奇偶 类 中 zx 十 y 十 zCmod5) 的 值 是 不 等 的 . 这 
详 我 们 就 得 到 了 一 个 没有 两 个 立方 体面 面相 接 的 25 EE a. 

请 注意 ,这 个 由 边 长 为 5 的 立方 体 组 成 的 空间 铺 磺 , 沿 任意 坐标 
轴 方 向 移动 10 个 单位 并 不 会 改变 整个 空间 铺 砌 ,或 者 按 向 是 (5,5， 
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5) 进 行 平移 也 是 一 样 . 而 以 证 明 , 这 些 性 质 是 没有 两 个 立方 体面 面相 
接 的 必然 推论 . 

襄 想 通过 画图 来 说 明 这 种 空间 铺 砌 是 极其 困难 的 . 我 们 所 能 采 
取 的 最 好 办 法 无 非 是 画 载 面 ,并 标 出 立方 体 的 中 心 . 

在 图 7 中 ,我 们 给 出 两 个 截面 , 即 c= 0 和 z 一 25. 这 里 画 出 中 心 
位 于 格 点 (x,y,z) 的 单位 立方 体 截 面 ,其 中 xz 和 y 由 1 至 9 变化 .图 
中 的 点 标记 着 这 一 25 BS AMPK AS 的 立方 体 的 中 心 . 这 两 
张 图 无 论 在 水 平 或 垂直 方向 都 反复 出 现 . 其 他 截面 也 有 与 此 相似 的 
外 形 ， 


图 7 
25 7 ll E. 


AT RAS NB A De A Hs A RT 
(5X5 正 方形 ) 一 定 含有 同样 的 点 数 . 为 了 使 任意 两 个 立方 体 避 免 面 
面相 接 , 那 么 就 该 使 得 点 在 两 个 截面 上 处 于 不 忆 的 位 置 ,并 且 两 个 面 
上 没有 任何 两 点 在 水 平 或 垂直 方 河 上 相距 5 个 单位 ， 

最 近 在 文献 [1 ,第 12 节 ] 上 发 表 了 与 上 上 文 所 述 相同 的 25 重 空间 
销 砌 ,但 其 证 法 略 有 不 辐 ( 在 C5!) 中 主要 讨论 高 维 情况 下 相应 的 问题 ， 
但 附 如 了 一 个 条 件 :立方 体 的 中 心 组 成 一 个 点 阵 . ) 至 于 其 他 有 关 的 
结果 和 史料, 请 参看 [2). 

当 *<<25 时 ,是 否 存在 着 由 全 等 立方 体 组 成 的 .完全 避免 面 面 相 
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WS WCU. CLE + DEE (Basil Gordon) 告 诉 我 ,一 2 
对 也 是 可 能 的 . 实际 上 ,存在 出 边 长 为 2 WET RS A 
每 一 个 由 八 个 单位 正方 体 组 成 标准 铺 历 ,其 中 没有 两 个 立方 体 是 面 
面相 接 的 . 
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RN oe 
工艺 技术 学 校 
E] C+ J + 3h -#(C. J. Bouwkamp) 


E RAGE 


BAER A LAER ARIE LIS AONE RE! PEARL AA A: 


RAEN, ETE nn AMR IYE Met CE Neb ORES ee 


恋 者 也 许 还 记得 ,一 共有 29 RRS A EIA A IK A IK. 所 
TH ER RETF SE TE — BB a AR R 
的 立方 体 都 是 以 整个 面相 接合 的 ,并 且 每 个 立方 体 至 少 有 - -个 与 之 
AR SB AY TAK. 这 29 个 五 连 快 中 ,有 在 数学 游戏 领域 中 为 人 和 们 所 是 
悉 的 12 个 平面 五 连 缺 ,也 被 称 作 * 潘 多 米 诺 ”(pentomino). 把 这 12 块 
加 在 一 起 ,体积 一 共 是 60 个 单位 ,可 以 装 入 尺寸 大 小 各 不 相同 的 箱 
子 , 例 如 2x3x10,2X5X6,3x4X5 等 等 (可 参阅 文献 [1 ,2.3]). 除 
了 以 上 12 块 外 ,剩余 的 五 连 块 中 还 有 一 个 是 具有 至 少 -个 对 称 平 面 
的 ,它们 中 每 一 个 都 是 自己 本 身 的 镜像 . 再 剩余 下 来 的 12 个 五 连 块 
组 成 了 六 对 .每 对 包括 两 个 巨 为 镜像 的 嫉 连 块 立体 . 每 对 五 连 块 就 像 
一 个 人 的 左手 同 右手 的 关系 ,我 们 称 之 为 * 手 对 称 的 五 连 块 ” 图 .| 中 
展示 了 所 有 成 对 的 手 对 称 的 五 连 块 , 并 以 -一 12 的 数字 作为 它们 的 
标号 . 与 他 三 五 连 块 相 同 的 是 : 手 对 称 的 五 连 块 加 在 -起 的 总 体积 也 
是 60 个 单位 ,这 就 使 人 们 很 自然 地 要 问 ; 这 种 新 12 快 是 个 也 能 装 入 
类 位 尺寸 为 3X4Xx5 之 类 的 合十 呢 ? 

澳大利亚 新 南 威尔士 州立 大 学 化 学 系 的 G+ ye BERG. v. 
Baddeley JẸ E$ + 1973 年 7 月 通过 信件 向 我 提出 了 这 个 问题 . 他 
ERRATA LSA AT Sak: “SEF oe | CR 
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一 只 大 小 为 3x4X5 的 箱子 ,如 果 能 够 的 话 ,那么 答案 是 否 唯 


“Cr af 
Ai BF 
PPIE 


FM ATER RAS. 


Rii, MRS A EEE EFRR TOR , REN R 
住 阅 读 下 文 以 前 自己 动手 寻找 管 案 . 虽然 用 它们 装 进 :上 只 盒子 比 用 
平面 十 二 块 困难 得 多 ,但 你 也 不 必 切 上 放弃 ,因为 现在 已 经 可 以 让 明 
不 同 的 装 法 为 数 甚 多 . 

SRA fe wa SE PUT PT FE Se AY Te M。M。 RAULO. M. M. 
Verbakel) 22 DL S -- PBK R14 Tal EM TF] BY BE AS A Se PEA R- Ae 
把 整套 手 对 称 的 |- 二 块 分 成 四 组 ,每 组 三 块 ,以 便 能 问 时 拼 成 四 块 ， 
这 里 我 们 称 作 *“ 钢 硅 ”. 图 2 中 展示 了 一 个 市 勃 凯 尔 氏 结构 ,其 中 左边 
Df GE ed PE BEAR OT PR IG >. 显然 ,四 个 “钢琴 ? 
可 以 同时 装 进 2 个 2x3x5 盒子 (有 3 种 不 同 的 拼 法 ), 因 此 可 装 进 
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一 个 Bo da5 RF IRET E RE E E ie di H Ae AEE ed E. hi 
EL. DRA TRA fh AEE HY. HIBAI 氏 结 梅 的 副产品 ,我们 梧 以 
Bink 


2 
由 手 对 称 五 连 块 同时 构成 的 四 个 钢 源 . 


(1,6,9) (2,5,10) (3,8.11) (4.7.12) 


(1.6.9) (2,5,10) (3.8,12) (4.7.11) 


cho Sas nie aie a eh st -- ges ——— —————— Ses le 
3 41.749) (2,8,10) (3.5,11) (4.6.12) 
a 1 2a, 4.8 人 Bb $2106 eds ees Rd ae 4 
1 | 407,9) (2,8, 10) (3.6,52) 《4.5, 上 1) 
ti i (1.6.9) (2.8.19) (8.5.11) (4.7.12) 
5 (157.99 (2.5510) (3.8.11) (1,612) 

pe Se 3 sinner tos a od mnie sear eae, par ae 

(1,8.11) (2.9.12) (3.1.7) (5.6.10) 

; s g al 
al, a C2712) 【和 .对 > Cn.f.93 


表 1 
澡 四 个 “ 钢 车 "的 手 对 称 五 连 块 的 8 种 划分 办 法 . 


2a0 


FURS 


SE BRIA FE TA ALAR 2x310 立体 和 2X5X6 立体 ,当然 也 不 并 
一 种 答案 (与 平 站 pokep. 

利用 计算 机 .我 范 沁 了 用 手 对 称 十 二 块 划分 成 四 个 “ 钢 豪 ”的 所 
有 方法 ,其 中 有 8 种 入 旋转 和 平移 下 实质 不 同 的 办 法 (在 反射 、 旋 转 
利平 移 下 实质 不 同 的 办 法 有 6 种 ), 这 8 种 划分 办 法 列 在 表 1. 前 面 
ed BR ARAH a UR EA STAR BY. 划分 方法 5 
416 Soy EY ALPE? 和 8 也 是 如 此 . (请 读者 自己 动手 将 表 | 
中 所 列 出 的 其 他 ? 种 划分 托 出 来 (事实 上 这 是 摆弄 手 对 称 十 二 据 的 
一 个 美妙 的 练习 ). 你 会 发 现 , 将 有 两 个 不 同 的 (5,6,9) 钢 琴 , 和 两 个 
Asa RY (5.6, 10) #9 E. ) 

项 在 ,我 该 考虑 如 何 复合 成 3X4X5 的 立方 块 了 . 我 们 知道 . 立 
方块 是 由 尺寸 较 小 的 长 方 体 拼 成 . (顺便 说 一 下 ,3X4X5 立方 块 必 
定 可 由 两 个 2X3x5 较 小 的 立方 块 组 成 . ) 利 用 计算 机 ,我 确定 了 所 
有 的 复合 成 3X4X5 的 立方 块 的 组 成 部 分 ,其 结果 列 于 表 2 之 中 . 根 
据 拼 成 第 - -个 立方 块 ( 均 包含 标号 为 1 的 五 连 块 ) 的 六 个 不 同 的 五 连 
块 ,我 区 分 了 24 种 类 型 . EPH TA EAN THIER RA A 
2X3X5 SEI LA AIK LR BO H EAT ANT IER TF 
立方 抉 的 方法 数 . 儿 种 类 型 的 不 同 的 组 合 数 列 在 最 后 94 TES 
反射 ,旋转 , 述 有 平移 等 变换 后 实质 不 变 的 方法 ). 其 中 字母 5 代表 
“自身 对 偶 ” 这 些 数 加 在 - -起 为 28 十 305, 它 的 意思 是 问 时 组 成 着 个 
2X3X5 并 方块 有 (对 放 转 来 说 )2X28 十 80 二 86 种 不 同 的 组 合 - 顺便 
说 一 下 ,只 是 一 些 立 方块 向 不 是 所 有 的 立方 上 央 痢 是 由 “ 钢 沟 ” 拼 成 的 ， 
多 如 图 3 展示 了 类 型 3 立方 块 可 有 3 种 方法 拼 成 第 一 块 ,有 4 种 方 
法 拼 成 第 一块 . 通常 , 竺 决 负 两 个 矩形 截面 来 表 术 ,其 中 之 “为 底面 
GRDA -AME CHE). 我 们 可 以 清楚 地 看 到 ,七 其 中 只 有 有 二 块 
oe Fa EPEAT. 值得 注意 的 是 ,所 有 这 七 块 都 是 对 称 的 ,也 就 是 
说 ,每 块 都 有 一个 对 称 中 心 ， 

组 成 3X4X5 立 方块 的 不 同方 法 (对 旋转 与 映射 而 言 ? 共 有 37 
H- 其 中 ，28 种 是 有 - -个 对 称 平面 的 ,其 余 更 多 的 则 有 -个 对 称 中 
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(1,2,5,6,9,10) 
(1,2,5,7,9,10) 
(1,2,7,8,9,10) 
€1,2,7,8,11,123 
(1.2,7,10,11.12) 
(1,3,4,5,9,11) 
(1,3,4,6,7,10) 
(1,3,4,6,8,9) 
(1,3,4,7,8,11) 
(1,3,5,6,8,10) 
(1,3,5,6,9,11) 
(1,3,5.7,9,11) 
{1,3,5,8,10,12) 
(1,3,6.7,9,12) 
(1,3,6,7,10,12) 
(1,3,6,8,9.11) 
(1,3,6,8,9,12) 
(1,3,6,8,11,12) 
(1,4,5,7,9.11) 
(1,4,6,7,9,10) 
(1,4,6,7.9,11) 
(1,4,657,9,12) 
(1,5,5,8,9,10) 
(1,5,6,8,10,11) 


组 成 3X4X5 立 方块 的 24 种 类 型 ， 


囊 2 


共计 (S 代表 
自身 对 侦 ) 


具 计 
28+308 


N 


E 
cus 
Paes Per 


组 成 3X4X5 立方 块 的 类 型 3 的 基础 块 2X3X5. 


Face 
Pile] Cee 


心 . 有 对 称 平 面 的 28 种 组 合 是 完整 的 一 套 : 因 为 有 对 称 平面 的 3X4 
XS 立体 必然 是 谷 合 的 . 对 于 这 些 对 称 的 合 合 立体 的 实际 结构 ,我 建 
议 读者 看 看 图 4 所 展示 的 2X3X5 立方 块 , 它 是 由 标号 为 (1,3,5,8， 
J0,12)? 的 五 连 块 拼 成 的 . 与 之 对 应 的 对偶” 块 可 以 由 剩余 的 标号 为 


ee TE BE We re wr ~ pep et ee no 
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zena 


(2.4,6.7,9. DAW HEH HERR PR PR A E RRE E A 
3X4X5 ww 体 ( 有 两 种 方法 ). EP PEE B A eS A AT A RH 
AER. WA BP GR. VEZ BE Bs E AY 3X1X5 
立体 的 其 他 例子 可 以 通过 图 2 所 天 的 " 钢 紧 ” 划 分 而 发 现 . 


图 4 
这 个 立 剑 和 它 对 偶 前 形 能 被 法 配 成 既是 中 心 对 称 也 是 平面 对 称 的 3X4X5 
的 立体 ,而且 各 有 有 药 神 不 同 的 装配 法 ， 


现在 ,我 将 转 入 讨论 单 虽 的 3X4Xx5 抉 ,也 就 是 非 玫 合 的 . 证 明 
这 种 方法 的 存在 的 一 个 简单 方法 是 参考 图 5 所 示 , 用 四 个 同时 存在 
的 “钢琴 "装配 组成 一个 单 民 的 立体 的 结构 . 由 于 图 5 中 的 “钢琴 ”可 
以 有 有 几 种 变换 存在 , 凋 © 义 有 8 种 不 同 的 方法 拼 成 一 个 “钢琴 ”( 见 表 
1) ,显然 ,这 种 单 层 的 拼 块 存 许 多 种 . 


四 个 同时 存在 的 铀 沦 装 配 成 3X4X5 的 单 层 立体 . 


我 曾 试 图 导 找 -种 “ 信 手 得 米 ” 欧 方法 , 俱 总 是 不 成 功 . 因此 ,前 
文中 要 求 读者 自行 寻找 解决 方法 是 不 公平 的 . 不 过 ,我 认为 现在 已 知 
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Ree ty 


事 , 而 求 得 全 部 的 解答 方案 又 完全 是 另外 一 回 事 . 要 消除 反射 和 旋转 
是 一 件 不 容易 的 事 , 而 解答 方案 中 所 反映 出 来 的 对 称 关系 应 在 计算 
机 的 输出 中 有 所 表示 . 无 论 用 - - 般 性 的 程序 还 是 用 特殊 的 程序 ,我 都 
可 以 发 现 拼 成 中 心 对 称 3Xx4X5 立体 的 方法 共有 742 种 . 这 个 数字 
包含 了 前 面 提 到 的 28 种 又 合 的 立体 . 值得 注意 的 是 ,它们 只 占 总 数 
不 到 百 分 之 四 的 比例 . 

图 6 所 展示 的 是 标号 为 1 和 标号 为 2 的 五 连 块 位 于 右 下 和 角 所 示 
位 置 时 所 有 可 能 的 解答 方案 ,有 -… 些 是 由 上 、 中 .下 (或 从 左 到 右 ) 三 
RES MR. 拼 块 中 有 五 个 是 单 层 的 ,有 两 个 是 要 合 的 (类 型 15). 

图 7 展示 了 有 对 称 中 心 的 美琴 的 拼 块 , 它 由 两 个 阶梯 组 成 ,这 两 
个 阶梯 可 以 装配 成 各 种 各 样 的 立体 , 这 类 结构 的 立体 有 许多 - 


7 
有 -个 对 称 中 心 的 拼 块 可 拆 成 两 个 “阶梯 ”可 以 用 两 个 阶梯? 以 备 种 方式 
重新 装配 成 3x 4X5 拼 块 . 


最 后 给 出 的 具有 对 称 中 心 的 拼 块 , 见 图 8 所 示 . CRAVE RG 
的 性 质 . 正如 读者 所 观察 到 的 一 样 ,(7,8,9,10) 四 个 五 连 块 在 拼 块 的 
三 层 图 中 没有 出 现 . 事实 上 .有 耳 种 可 能 填 入 所 和 缺 的 标号 ,如 责 8 下 
面 五 连 块 (7、8), (9、10) 拼 成 的 两 个 全 等 的 立体 . 这 样 所 装 成 的 拼 块 
是 互 为 “映像 "的 (对 旋转 同 态 ). 这 种 类 型 的 结构 非常 少见 , 仅 存 在 
10 种 . 

在 本 文 即将 结束 之 际 , 我 们 将 要 告诉 大 家 用 手 对 称 十 一 块 装 瑟 
成 3xX4X5 拼 块 的 总 方法 数 . 无 论 你 是 否 相 信 , 对 反射 和 旋转 而 言 不 
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8 
一 个 拼 块 可 以 通过 平移 12 块 五 连 块 中 的 四 块 , 形 成 它 的 “映像 "的 例子 . 详 


见 正 文 . 


同 的 方法 总 数 为 29162 种 ,对 旋转 而 言 , 不 同 的 方法 为 57554 种 . 这 
基 利 用 计算 机 的 空闲 时 间 足 足 花 了 大 约 蝴 年 时 间 才 获得 的 . 
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我 与 多 过 骨牌 打交道 的 经 


Ll Wee + A+ $ 4244 David A. Klarner) 


我 从 事 数学 研究 工作 也 话 是 受 了 我 父亲 的 影响 AG 一 个 科学 
HS SRA. 是 个 开 折 弄 的 大 :认为 门 已 能 卡 仔 何事 情 . RE SB 
遇 到 一 位 好 老师 内 靡 ， AE Nemo Debely) ,是 他 培养 了 我 对 科学 
和 数学 的 兴趣 . 他 尤 其 鼓 副 我 阅读 在 五 十 华 代 后 期 开始 登 在 《科学 美 
FRA HR MY + DR SE a ROR RP ,我 也 
tA Aa FR BE UE RB Si om AY HE fer eA. 每 当代 布 业 给 我 - HES ay 
儿 何 题 , 数 论题 PT GCE ZR TR PP a Ai 27 
TTH. MR RIGA SHIR RS Ae” RLS 
数 的 无 限 性 等 回 题 . HE R Ha PEP FR SE aR nt BER. AE 
RABE aR eK TAT + 加 德 纳 有 了 交往 . 

SET + 如 德 纳 给 我 守 茵 舍 , 并 把 我 介绍 给 其 他 “ 些 与 我 有 共 
HERZ ARS. OP REA ee P ERRE SAO. 
Pia. Lee alt TRS RGA ER TOP TT + FE BE aR (Solomon 
Golomb YE kre AY ft EE F RODA A TIEZ RY I 
RS Fe SE RL. 

fied i A ROE BE a rat EEP Fk a et] AAS a & 
ITI ARE + (RAH. AROS EEE E E RE OR E ames 
E. Householder >. A F WF Se dir (EE GE + BEE (Leo Moser). RE It AyHy BA 
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我 与 多 连 骨 牌 打交道 的 经 历 


WIE A e AEN Diek de Bruijn). 当然 .马丁 :加 德 继 也 属于 这 
一 系 沐 之 中 .不 过 他 的 作用 和 其 他 人 又 不 一 样 . 一 十 年 来 ,他 对 我 来 
说 始终 是 一 位 鼓舞 者 ,他 证 我 与 许多 人 分 学 数学 的 乐趣 . 

FEA SO, PIR ABER KRESS ESA A ROR R c 
“SAT GALS RP PRE EIS TU FR ACE AGE OS. BOR OU. RB 
Ey HAAS Fe PEE AT A A EBD SL HR A 
关 这 一 问题 的 专业 论文 往往 篇 幅 从 长 ,并 杂 以 大 量 讨 大 的 公式 . 我 已 
经 省 去 了 证 明 并 对 氢 述 也 千 了 不 少 简化 . 最 后 的 几 节 以 简短 的 篇 电 
给 出 了 元 个 绝妙 的 拼 板 游 戏 . 虽然 这 个 内 容易 于 理解 ,对 一 般 的 该 者 
也 更 具有 阴 艺 力 , 但 这 些 内容 在 马 于 的 专栏 文章 与 著作 中 都 外 有 了 
很 宛 整 的 论述 ,所 以 我 碟 心 去 题 越 这 位 大 师 . 


多 连 肯 牌 的 发 展 


E 个 ə —a 一 一 3 
: 1 i 
> + $- 4 一 一 2 -人 一 6 2 
2 s- --9 k $ ” a > eet S $ a 


«Ae FBS ER KE BA IR EE BAG AA T e. 
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单位 正方 形 所 组 成 . -P n 连 骨 牌 是 把 个 胞 腔 连 成 一 体 而 构成 的 ， 
它们 的 内 部 互相 过 通 .所 罗 门 ， 果 隆 姆 把 =” 连 骨 牌 描述 成 国际 棋盘 
上 击 ”个 方 格 组 成 的 块 , 其 中 任意 两 个 方 格 之 间 存 在 “车 ”的 通路 . 图 
1 中 显示 了 1 个 胞 腔 ,3 个 5 EAA 7 EE. A 中 所 显示 
的 7 连 骨 牌 表 明 , 多 连 骨牌 可 能 并 不 是 简单 连接 , 即 中 间 可 以 有 洞 . 
图 1 也 说 明了 另 一 个 问题 ,就 是 尽管 从 外 形 上 看 ,a 连 骨 牌 的 个 
数 有 限 , 但 实际 上 对 每 个 ”都 有 无 限 个 = 连 骨 牌 . 千变万化 的 ” 连 骨 
牌 可 以 按 平 面 上 的 某 些 运动 群 划 分 为 若干 个 等 价 类 . 首先 ,平移 型 定 
义 为 ;如 果 一 个 骨牌 通过 平移 可 以 完全 覆盖 在 另 一 个 骨 铂 上 ,那么 认 
为 这 两 个 骨牌 是 等 价 的 , 即 看 作 是 属于 辣 一 个 平移 型 . 例如 ,图 2 显 
示 了 4 连 骨 牌 的 所 有 不 同 的 平移 型 . 旋转 型 则 是 这 样 的 :如 果 一 块 骨 
牌 通过 一 系列 旋转 可 以 完全 覆盖 到 另 一 块 骨 牌 上 去 ,那么 认为 这 两 
块 骨牌 属于 同一 个 旋转 型 . 由 于 -- 次 平移 过 程 可 以 通过 两 次 适当 的 
旋转 来 完成 ,所 以 平移 型 比 旋转 型 更 为 精密 . 图 3 表明 ,旋转 型 骨牌 
的 代表 可 以 从 平移 型 骨牌 的 代表 中 挑选 出 来 . 从 直觉 上 说 ,旋转 型 的 
*# 连 骨牌 就 是 单 侧 的 智力 拼 板 ,每 一 拼 块 不 允许 翻 转 ,但 可 以 在 一 个 


=] 
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TE 
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平面 上 自由 地 转 来 转 去 . 最 后 ,可 以 用 两 个 骨牌 可 否 合 同 , 来 定义 一 
种 等 价 . 由 于 每 一 组 合同 都 是 由 反射 合成 的 ,所 以 两 个 4 连 骨 牌 合同 
指 的 是 可 以 通过 一 系列 反射 ,把 一 个 转变 为 另 一 个 . 彼此 合同 的 E 
骨牌 形成 反射 型 .5 种 反射 型 4 连 骨 牌 显示 于 图 4 之 中 . 


cc 
Heer O 
SP oo 


计算 机 被 用 来 统计 当 2 较 小 时 (如 <2 PAH a 连 骨牌 的 数 
目 , 但 是 * 连 骨 租 的 数目 随 着 a 的 递增 而 增 大 得 如 此 之 快 ,如 要 罗列 
全 体 ” 连 骨牌 , 连 我 们 的 太阳 系 都 容纳 不 了 它们 ,即使 是 中 等 大 小 的 
nar 30) he a. 罗 纳 德 - 里 凡 斯 特 (Ronald Rivest) 建 议 通 过 一 个 
巧妙 的 算法 来 生成 根 平移 型 * 连 骨牌 . 所 谓 形成 一 个 根 平 移 型 4 SE 
骨牌 ,就 是 在 原来 骨牌 的 4 个 胞 腔 中 的 一 个 上 点 一 点 (“肚脐 眼 ”) ,以 
示 区 别 . 根 平移 型 # 连 骨 牌 的 数目 是 平移 型 4 ERR r tk EJL 
斯 特 算法 的 基本 点 就 是 定义 一 次 性 生成 每 一 个 根 平移 型 * 连 骨牌 的 
生成 过 程 . 要 生成 一 个 根 平移 型 x 连 骨 牌 ,首先 是 在 带 点 的 方 格 上 标 
上 1, 然后 从 带 点 的 方 格 上 方 开始 , 按 顺 时 针 方 向 逐一 在 周围 方 格 里 
标 上 2,3,4,5. 与 多 连 骨牌 方 格 相 邻 的 方 格 被 称 作 边 综 方 格 . 形成 根 
多 连 骨 牌 的 过 程 是 … 个 连续 的 过 程 ,每 一 步 都 包含 了 一 个 多 连 骨 上 牌 
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以 及 那些 标 上 尽 可 能 小 的 整数 的 边缘 方 烙 . 任何 一 个 较 大 的 多 连 骨 
牌 都 是 通过 增加 属于 这 个 4 连 骨 有 牌 的 边缘 方 格 南 逐步 形成 的 . 这样 ， 
-新 的 未 标 好 的 边缘 方 格 总 是 不 断 地 出 现 ; 它 们 将 被 标 坟 还 没有 使 用 
过 的 最 小 整数 . 这 种 标号 是 以 再 “用 及 有 眼 ” 的 那个 方 格 开始 ,并 按 顺 时 

才 行 .可 以 想象 ,人 们 必须 不 止 一 次 地 围绕 那个 带 “ 肚 崎 眼 ” 的 
ALR TOLER. BS 显示 了 形成 个 特定 的 
te SFR ORES se BARR, 


idii 9 SERIAL ARIE 


里 凡 斯 特 的 生长 模式 揭示 了 关于 根 平移 规 , 连 骨 牌 的 家 系 机 
凡是 从 属于 某 一 根 多 连 骨 牌 .4 的 方 格 的 数码 集合 “P(A4) 称 为 这 一 3 
连 骨 牌 的 名 称 . 例如 ,图 5 所 示 的 9 连 骨 牌 的 名 称 为 {1 ,3;5;6,7,9， 
13;14,21). 车 4 的 名 称 是 的 名 称 的 一 部 分 , 则 称 BIB 4 的 后 总 ， 
HB o(a p(B). 图 6 GAT REBAR MARRS... 


292 


AHSe ART RUSH 


图 6 
RAP AB A i eS AR A. 


WE «RT 1 那么 34 一 1 AE - Hh n BY RP AR 
大 整数 - Xa A F a RE PR BIE eR 
方 格 药 最 大 凝 数 是 5- MRA ORR SE PM bs BR 
增加 的 边缘 方 格 为 3( 全 多 }). 因此 ,用 来 标志 AR e FRU A 
的 最 人 整数 最 多 是 3x + 2. BAR n ERR HE a 
一 1 FE MAY Rb he TE BRA. 嘟 么 用 类 标志 这 
个 边缘 睛 格 的 整数 至 多 为 360 2 3i AAE, H pA R ， 
MEA Ab iat i EERS ROK BRA REA His Fa 
fy de FO AY tS  8e — 1. X KBE TE n ERR SE 
从 集 合 江 .2,… Bu — 1) PR eR HRA ER. 当然 ,每 个 名 秘 
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中 都 必须 含 1 所 以 根 平移 型 = 连 骨 牌 一 一 对 应 于 从 售 34 一 2 个 元 
素 的 集合 1{12,3,，……32 一 1 中 取出 的 含 * 一 1 个 元 素 的 子 集 . 这 些 子 集 


3n— 2‘ n— 、 
的 数目 为 “| DT ODT 如 果 ORR TEN nE 


1} 《2 一 1)1 (nO— 
牌 的 数目 ,那么 (rn) 就 是 根 平移 型 n 连 骨 牌 的 数 朋 .上 述 论证 表明 : 
1. xsd 
SIEA 
rl 
对 za 一 1,2,… 均 成 立 , 所 以 通过 简单 的 推理 可 以 导出 : 
3. ends (4) ,或 GTZ. 


获得 tn) 4B RP BOT ERREF -THE 关于 te aS AE 
我 的 博 上 论文 叫 首 先 给 出 . 在 那里 我 证 时 了 : 

4. 对 一 切 侈 分 大 的 # 均 有 : (3. 72) <n) 3. 72< ed I. 

这 些 上 上 下界 说 明 : 平 移 型 > 连 舍 牌 的 数 与 依 指 数 增长 . 如 果 r (Cn) 
表示 旋转 型 * 连 冉 牌 的 数 日 ,ca 表示 合 癌 型 二 连 上 骨牌 的 数目 , 那 
Az: 

5. er SO). 
这 样 , 每 种 类 型 的 a 连 肯 牌 都 是 以 同样 的 指数 比率 增长 的 . RRS 
即使 有 更 有 效 更 巧妙 的 算法 米 统计 所 和 有 平移 型 > 连 骨 牌 的 数量 (对 
ROA ns Mh n= 30 | 而 证) 者 是 徒劳 的 ,因为 此 界 上 没有 足够 的 空间 
米 存储 其 输出 数据 . 


多 连 骨 牌 的 计数 


平移 型 » 连 符 牌 的 数 日 人 得 没 法 列举 ,地 便当 «不 太 大 的 时 候 

也 如 此 . 但 这 并 没有 否定 人 们 计算 出 这 些 数 目的 可 能 性 . 请 回顾 一 

下 ,tn) .r(x)、elr) 分 别 代 表 平 移 弄 ,旋转 型 ,合同 型 多 连 骨 牌 . 尽管 
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ED r(x),c(n) 随 指数 增长 .然而 上 面 还 是 有 上 界 . 如 8", 因 此 ,每 一 
个 数字 还 是 不 会 多 于 # 位 十 进 制 数 ,有 于 也 会 有 一 些 计算 按 指数 说 
长 的 序 鹿 的 好 算法 - 例如 ,2 所 代表 的 十 进 刺 数 可 通过 ?logs MWK MEER 
表示 . 同样 ,以 通过 阶 为 loga WAG BAIS IT A SE eB OCF 
bonacci) 序列 1,1.2,3,5,8,13,21.… 的 第 2 项 ( 东 波 那 浊 序列 的 第 > 
项 是 共 前 两 项 的 和 ). 由 于 斐 波 那 契 序列 也 是 随 指 数 增 长 的 .所 以 第 
4 HREF ”位 十 进 制 数 . 究竟 有 没有 计算 上 xz) 的 好 算法 呢 ? 说 得 
EES, ARATE tO BATHE? 

HERA MU ER -种 计算 式 人 的 公式 的 . 例如 里 凡 斯 特 
增长 过 程 理论 就 叮 以 用 来 计算 根 平移 志 多 连 骨 有 牌 的 数 日 .从 而 tC) 
就 可 以 通过 根 平 移 型 骨牌 的 数 日 除 以 * 而 得 到 . 遗憾 的 是 ,这 种 方法 
Fe tn) ati et) EP BB KEKAH. RR A. BT 
知 的 计算 GO en、ca) 的 方法 部 有 这 个 问题 .也 就 是 说 ,算法 的 让 
算 次 数 由 初等 画 数 rn) cr Rcd ME TOP RARE en OED 
EER ee FR A 这 也 就 木 难 理解 .为 什么 没有 好 的 方法 来 计算 这 
些 数 日 ,而 新 近 发 展 起 来 的 计算 复杂 性 理论 , 离 我 们 解决 这 个 问题 所 
需要 的 水 半 看 米 依 然 差 得 太 远 ， 

令 人 惊讶 的 是 ,即使 是 RC. 里 德 (R.C. Read} 所 发 现 的 巧妙 
算法 ,运行 起 米 的 时 间 仍 按 指数 增长 . 旦 德 的 算法 是 计算 fn) a(n) 
表示 落 人 在 -- 条 宽 为 + 个 单位 方 格 的 带 于 之 间 的 平移 型 4 连 骨 上牌 数 
日 - LX BETTER AT LA SEH FH tnd Gad ee), HE et PR. 大约 算 出 
T PRP RGR? 给 出 了 宽 为 2 全 单 作 的 带子 之 间 的 正 移 型 多 连 
上 崩 牌 的 数 日 . 鞭 中 x 一 1,2,3,4. 这 里 附 有 IRET to ARS. 


一 -一 
1 8 R é a 9 16 11 i2 


3 

H 
1. . 一 - oe 

| ein | 2 3 6 13 20 57 BN 125 230 42% 77% rad 

5 


也 许 , 在 赋 究 了 上 上 面 有 关 GOON RA BST BR A E E 
T. t(n t3) =é kn H2)-—t (a+) +h(n), 
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EE RE a Ne NA EE we 


zR 


EPE 


— 2 e 


ss see 


ka a “ella 


EFEN? 个 单位 的; ee 外- 


23 这 个 公 武 说 时 序列 0102) ,4503),… 满 中 -个 三 价 
or ff. 里 德 还 证 明了 更 一 般 的 结果 : 对 于 每 个 , MAC), 
十 品 一 个 善 分 方程 ,其 阶 数 依 昕 于 天 BA HE P h r 
W402 BOTERE 他 还 使 用 了 方 阵 M RIE RK ER 
他 的 前 法 . ART ih BR ten), DW Me ME, MUUL ag 
是 ,MM 的 大 小 是 3 BPAY TT A BERT RR a ABA dk e H jR 
计算 出 M 这 总 味 痢 里 德 的 算法 具体 执行 时 仍然 需要 指数 时 间 . 如 
朵 用 计算 届 实 施 里 德 的 算法 ,能 不 能 算出 许多 tia) (nd eC HEL 
来 ,我 对 此 深 表 怀 疑 . 

寺 他 平移 型 > 连 上 骨牌 的 子 集 也 被 大 们 考察 过 . BR. 伊 登 
(Murray Eden) ,这 个 问题 上 的 :位 先 哎 者 ,考虑 过 子 集 a), CRA 
每 行 都 是 一 条 相连 的 单位 方 格 的 那 类 平移 型 * 连 骨牌 的 数 日 . 这 类 
ERS AURA AIT CR 8) ,下 面 是 KORUR: 


ao | 2 6 i9 6) 196 529 1517 4666 14827 


PEIER XT ORAA n A- 14)*<p{n). 当 我 加 到 阿 
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as 
=o 
ae. 


HB 
一 块 典型 的 不 规则 本 片 . 


尔 伯 特 大 学 开始 写 毕业 论文 时 , 李 奥 . 莫 塞 建议 我 民 进 条 登 的 限界 ， 
我 可 以 证 明 : 
x. b(at 4) = 5db(n+3)—7hb(n+2)— 4b(n+1), 

# 二 1,2,…. 由 此 可 以 推出 对 于 一 切 充 分 大 的 有:(3.20)"<bCn). 大 
约 十 年 以 后 ,唐纳德 。 克 努 特 提 出 不 规则 木片 是 “ 行 西 型 拉 连 骨牌 ， 
而 西 型 " 连 骨 牌 应 当 定义 为 “ 行 与 “ 列 皆 为 凸 型 的 不 规则 木片 . 岁 
纳 德 . 里 凡 斯 特 和 我 发 现 了 一 种 计算 4(a) 的 方法 人 ea) 代表 凸 的 平 
移 型 # 连 骨牌 的 数目 )， 并 且 证 明了 (dtr) 六 趋 近 于 2. 309138…. 埃 
$ + 本 特 (Ed Bender) 在 我 们 公式 的 基础 上 导出 了 一 个 计算 dr) 的 
MUA. 


估计 “ 连 骨 牌 数 


前 面 几 节 表明 平移 型 多 连 骨 有 牌 数 上 as) (r(x)、c(z) 也 一 样 ) 随 着 
按 指数 增长 . 更 进一步 ,我们 说 明了 关于 计算 i(x) 的 已 知 算法 都 需要 
指数 时 间 . 也 许 这 是 由 于 年 老 与 越 来 越 莫 观 的 原因 ,但 我 认为 没有 好 
的 :2 的 计算 公式 是 完全 有 可 能 的 . 实际 上 , 数 i(n) 对 于 4 来 说 (如 
za 一 30 左右 ) 已 是 “不 可 知 的 "了 . 这 意味 着 什么 ? 那 种 认为 (30) 等 十 
一 个 通常 的 十 进 制 数 ( 少 于 30 位 ?的 论断 必须 得 到 个 证 明 . 或 许 并 没 
有 一 个 简短 的 证 明 ? 也 就 是 说 ,所 有 的 证 明 是 那么 的 长 ,以 致 于 即使 
用 最 大 最 快 的 计算 机 在 少 于 -- 干 年 的 时 间 内 不 停 地 工作 也 无 法 获得 
一 -一 个 多 人 么 暗淡 的 前 景 ! 

在 面临 一 个 转 难 何 题 时 ,最 好 从 简单 一 些 的 问题 着 手 ( 当 然 是 存 
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在 一 定 联系 的 ). 在 我 的 博士 论文 中 ,我 证 明了 当 趋向 于 无 穷 大 时 ， 
CW)* 趋 向 子 一 个 极限 9. BEEBE FEB C1), [C2 2, [439 Js 
递增 地 趋 于 9, 所 以 对 逐渐 增 大 的 #, 计 算 CCa) 节 ,可 以 从 下 面 去 到 
近 9. 很 遗憾 ,这 里 需要 计算 ta) ,而 它 并 没有 什么 已 知 的 好 办 法 . 同 
时 ,这 个 序列 妆 伍 于 8 的 速度 似乎 也 很 慢 , 所 以 为 了 收 进 下 界 3.72 
<0 将 需要 一 个 极 大 的 * 值 . 而 这 一 下 界 我 是 用 一 种 完全 不 同 的 方 
法 建立 起 来 的 . 

里 凡 斯 特 和 我 设计 了 一 .种 由 上 界 的 进 减 序列 来 计算 的 方法 ， 
可 是 这 个 上 三 界 的 递减 序列 对 计算 机 来 说 仍 是 按 指 数 增长 的 ,并 母 我 
{TAS BE HE SA PE EO. 我 们 所 能 获得 的 最 好 上 界 为 9< 
4. 65. Beit WARY $ (IR EL (Pat Woodworth) 和 我 改进 了 这 个 办 法 ， 
看 上 去 似乎 可 以 得 到 - -个 的 确 收 全 十 0 的 上 界 的 递减 序列 . 到 目前 
为 止 ,我 们 还 没有 用 计算 机 来 实现 我 们 的 办 法 

国 此 ,2 还 是 难以 捉摸 .2 的 小 数 展开 式 中 连 一 位 都 不 知道 ! 看 来 
很 可 能 没有 什么 妈 的 办 法 来 计算 0, 除 了 前 面 的 一 、 二 位 小 数 之 外 ,9 
的 其 他 小 数 也 许 是 不 可 知 的 (谈论 这 个 问题 时 ,我 有 时 开玩笑 地 把 4 
你 为 克拉 纳 常 数 - 没 在 一 位 数 是 知道 的 ,并 且 也 许 水 和 远 是 个 谜 ! OR 
可 以 证 明 4 一 4 那么 是 否 可 以 让 小 学 生 数 一 .一 、 三 .克拉 纳 常 数 、 
五 、 “an es ae 

LA OP HE HA 已 知 的 c(n)( 上 反射 型 多 连 骨牌 的 数目 ) 数 值 的 表格 来 
结束 本 节 . 这些 数字 {以 及 其 他 类 型 前 多 连 骨 牌 数 ) 是 由 D. H. 菜 德 
梅 敢 (D. H. Redetmeier? 计 算 而 得 的 . 有 一 个 关于 这 个 序列 的 著名 猿 
想 , 比 值 C62) /o€ 1) ,cl3)/el2),… 是 递增 的 , 即 


etn) ela t+ 1) 
GO) aie 


如 果 这 个 推测 是 正确 的 ,那么 这 个 序列 将 递增 地 趋向 于 克拉 纳 常 数 


4 进而 言 之 ,每 一 个 这 样 的 比率 总 是 9 的 - -个 下 界 , 符 别 地 ,cc2 人 < 


9, 也 就 是 说 ,3. 8977…<6, 那 就 比 现 有 的 下 界 3. 72-…<<6 要 好 ,当然 


z = 2,3,1 


”这 个 改进 是 要 取决 于 上 述 猜 想 是 省 真正 成 立 . 
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238591 742624232 


901971 2870671950 
3426576 11123060678 
13079255 43191857688 
50107909 168047007728 
192622052 654999700403 
表 1 
不 同 的 ” 连 骨 牌 数 . 
多 连 骨牌 的 拼 板 游戏 


马上 ,加 德 纳 1958 年 发 表 的 关于 多 连 明 牌 的 文章 把 我 引 向 了 
这 个 课题 , 那 时 ,我 还 是 个 高 中 学 生 . 这 篇 文章 的 特色 在 于 所 罗 门 ， 
时 你 姆 所 发 明 的 一 - 些 游 戏 太 其 证 蚜 . 文章 特别 指出 ,十 一 块 反 射 型 五 
连 肯 牌 ( 下 文 站 简称 五 连 骨 牌 ) 可 以 组成 面积 为 60 的 各 种 不 同 矩 形 ， 
其 形状 大 小 为 (3X20),(4X15),(5X12) 和 (6X10). 几 年 以 后 ,C。 
J+ ERÉ (Chris. J. Bouwkamp) 运 用 计算 机 列 出 了 用 -二 块 多 连 肯 
牌 解决 装 箱 问题 的 所 有 方案 .除去 这 些 已 经 列 出 的 黄 维 装 箱 问题 , 博 
饮 普 还 装 成 了 形状 大 小 为 (2x3X1i0),(2x5x6) 和 (3X4X5) 的 箱 
子 . 可 是 在 1958 年 ,当时 马丁 的 读者 们 却 不 可 能 从 博 才 普 所 瑰 的 方 
案 或 者 他 的 巧妙 的 计算 机 程序 中 捞 到 好 处 ,事实 上 ,我 也 是 花 了 很 长 
一 - 段 对 间 艰 难 地 寻找 用 五 连 骨 牌 组 成 (3X 20}) 长 方形 的 黄种 方法 ,并 
且 是 把 解法 送 给 马丁 的 许多 热心 读者 当中 的 一 个 . 这 两 种 方法 (都 是 
礁 - 一 的 ? 列 于 图 9 之 中 . 

在 我 准备 这 篇 文章 的 时 候 , 我 意识 到 还 没有 人 考虑 过 旋转 型 多 
连 上 骨牌 的 问题 ,也 就 是 , 列 于 图 10 之 中 的 18 个 “ 单 人 出” 五 连 骨牌 . 但 
是 ， 果 隆 姓 在 他 们 的 《多 连 骨 牌 3 一 书 中 通过 讨论 这 些 骨 牌 如 何 组 成 
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= ### 


| 8 
BERE YEAR 2x20 WOE AUN PPA EL rh Oe DCH ts EG 180" 后 
即 得 第 二 种 解法 . 


(9X 10) 算 形 已 涉及 这 个 问题 .也 许 本 节 所 讨论 的 另外 - 些 问 题 果 隆 
姆 也 涉及 了 , 如 果 谈 者 打算 做 E 18 块 约 单 如 多 连 骨 牌 , 廊 最 好 用 
维 板 ,一面 着 日 色 . 当 一 面 着 黑色 , 当 拼 板 的 时 翌 , 必 须 把 析 河 颜 储 、 
例如 黑色 , 放 让 一 向 . 

由 于 :共有 18 IRAE OR ARE) REZ PR A 
90 Wy. A 4 PAY BT ETE EAE (3 & 30), (5 & 18). 06X15) A 
COX 10). FEMS BE PBI RE” AS IY. eS A ay FE SEB a AE 
易 - YOM. RECS & 80) RFE FET 2 cnt. mek C9 < LOD ARIE RET 2 
Shh. OC PPAR IE XE Se BY OTE tJ i) So. BIG ORK 30) FRE 
WHEE HILAR, CS 10 FB RY RIE AL R EEA, oe Ail 
Bo 博 坎 普 将 成 为 用 定量 办 法 确认 这 个 观点 的 第 -人 .图 11 最 示 了 
(apa RBS Arik. 

EEk T AEE BE a G & 30) I SEE. LER. 
PRL 28 ACER — BI HERR HB A ai DE FG KA AD ERE AT A HT fer 
FRE ABE A KOA LB cae Fe aR TR AE I eb 
PIIA PERA BB ABE eT REO EL He Body Tae 80°. EE 
QAR SNE 2 sy aR. Be GARD SELLA LSE 7 PSP 
BRONTE Ake Site o SET 2 a ee ee WE hg] E 
TOS His] ee gik 
Pr EAH Re ih. OARS PR AT 12 之 由, 结果 

30u 


我 与 多 连 骨 牌 打交道 的 经 历 


A a tees 


[ 


a 
rus 


1 
TRM TER BE OS YF 
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能 得 到 9 神 新 的 拼 法 :或许 该 音 有 兴趣 知道 通过 旋转 和 对 换 充 竞 能 
得 到 多 少 种 排 法 . 当然 .任何 “种 排 法 都 可 以 通过 反射 而 得 出 新 的 拼 


LAA 


图 12 
TUS) 9 PSE Bo fill Pee ey BEDE 32x 30 RUE. 


CEFR FES ERY RY UE RE IRE MT TERR. 
其 后 义 把 注资 力 转 变 到 市 这 些 拼 其 还 能 进 … 步 于 些 付 么 上 去 了 - 这 
KAFEEL LA eM L A BLA LL. 拼 块 集合 的 奥 她 在 上 时 种 
BM be TEP Kee oc ak ay RTO RR CA aR 
Uae FAY & ee re Po A TS. PR A A i A kt 
SRY) © i PR Boe WISN LETE CSE AR EERE 
TAER ay FE. PRES 0 a nk EP AE SR ge 
RUE. 下 -… 节 将 给 出 它 的 一 个 实例 . 
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“N” 型 五 连 立 方 体 


图 13 中 显示 了 一 个 N 型 五 连 立方 体 一 一 它 的 组 成 形状 说 明了 
名字 的 由 来 REAR. DREAM NEY Sea 
个 单位 方 格 用 五 个 单位 立方 体 蔡 换 而 成 的 . RA BIEN 型 五 连 骨 
牌 不 能 拼 成 一 人 矩形 ,因为 用 六 型 五 连 骨 牌 不 能 组 成 长 方形 的 一 条 
边 . 因 此 ,用 > 型 五 连 立 方 体 也 不 能 拼 成 其 中 一 边 为 一 个 单位 的 盒 
子 . 那么 用 N 型 五 连 立 方 体 究竟 能 否 拼 成 一 个 僵 子 呢 ? 回答 是 肯定 
的 . 我 将 描述 如 何 拼 成 有 一 条 边 为 2 个 单位 的 盒子 . l 


图 13 
N 型 五 连 立 方 体 . 


记 果 一 个 axXbxce 人 盒子 可 以 由 五 连 立 方 体 装 成 ,那么 每 个 五 连 
立方 体 体积 ( 即 5) 应 能 整除 整个 合子 的 体积 ae. 这 意味 着 整数 so， 
c 中 的 一 个 是 5 的 倍数 . 考虑 当 a 二 2 时 的 特例 ,那么 bc 中 至 少 有 一 
个 应 是 5 的 倍数 (比如 c). 很 容易 证 明 , 当 ?一 1.2.3 时 ,即使 < 为 5 
的 倍数 ,N 型 五 连 立 方 体 也 不 能 拼 成 2Xzxe 的 盒 了 ,但 是 拼 成 (2X 
4X5),(2X5X5)(2x6x5)、(2X7X5) 的 盒子 是 可 能 的 . 如 图 14 所 
a 这 些 盒 子 义 可 能 用 来 拼 成 较 大 的 盒子 ,很 容易 证 明 , 每 个 大 于 3 
的 整数 5 都 可 以 用 表达 式 b= dwt Se + by +72 表示 ,其 中 zx,y,z,w 为 
dE RSH. 所 以 包含 一 面 为 2X5 的 盒子 wt2X4X5),x(2X5X5),y 
(2X6X5),z(2X7X5) 可 以 集 在 一 起 组 成 2xX3X5 类 食 子 ,由 NN 型 
Bie APM. 在 这 些 盒 子 中 ,我 们 可 以 根据 2X5 面 找 一 个 匹配 
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A BE 2xbx sk 盒子 . 缚 论 是 ,包含 能 够 用 六 型 五 连 立 方 体 拼 成 
的 2Xbxe 盒子 的 集合 称 为 8;, 其 中 3 必须 大 于 3 而 是 5 的 倍数 . 
进一步 说 ,图 14 中 所 显示 的 1 个 立体 就 是 5; 的 一 个 基 , 册 就 是 ,每 
-个 能 用 六 型 五 连 闻 方 体 拼 成 的 2XbXs 盒子 一 定 能 用 图 14 所 显 

FOr Vl hae BPR. 

集合 5; 包含 了 所 有 可 以 用 改 型 五 连 立 方 体 拼 成 的 二 层 型 盒 
子 , 这 些 盒子 可 以 进一步 拼 成 具有 偶数 层 的 (人 大) 盒子 - 这 意味 着 图 
14 所 显示 的 4 个 立体 也 可 以 是 当 ae 一 1,2,3, 以 及 bp 一 4,5,6,… 
时 2zXaXxs5c 立 体 的 : -个 基 . 这 类 盒子 不 可 能 是 3 层 , 那 么 能 否 用 > 
考 五 连 立 方 体 拼 成 3 BH Stee 全 日 前 为 比 , 我 已 经 发 现 的 拼 法 
有 ;3X5X8 盒子 ( 见 色 15),3X14X5: AP. HY 2,3. (网 图 16). 
当天 大 于 1 时 ,所 有 的 3XH+X 亚 食 了 可 以 由 3Xx4x10 和 3X4X15 
盒子 拼 成 . GAIUS x4 KS BHR NEELA RR. 现 
在 还 不 知道 哪 - -类 3X5>xr 盒 子 可 出 VN 型 五 连 立 方 体 拼 成 ,但 是 有 

一 个 算法 可 以 解决 这 个 问题 . 

每 一 个 本 以 由 N 十 五 连 立 方 体 拼 成 的 主导 例子 均 订 由 已 形成 
的 2 层 或 3 层 的 会 子 拼 成 .那么 5 层 合 了 如 何 呢 9? 关键 问题 是 能 否 
PRA S UE AR. FREE RA ry AB Ok AK. WEL 17. 
EME, Mihi AB Gey FR EL ed dé. 

RENT 足够 多 的 可 由 N RRE R PRD S T t H 
abe EEK HH abe 为 5 的 倍数 时 ,任何 一 个 ax5bxe & ARREDI 
出 来 ,下 如 下 一 节 中 的 讨论 上 所 表明 的 ,我 们 预期 会 有 这 些 结论 . 那些 
可 以 拼 起 来 但 不 能 分 割 得 中 小 的 谷子 称 为 购 约 RIPER CM A ARE 
HEIKO. ARAE OE ARE ARRE N A EAR TA 
Ot AS HH - 


H RR’ HREF ， 


在 我 居住 在 荷兰 与 德 . 布 鲁 因 (de Bruin) . .起 工作 的 日 子 里 ， 
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我 与 多 连 嵌 牌 打 演 道 的 经 历 


可 加 fides ied A 


NE Mi 1 A 


中 
= 


图 


义 的 单元 配合 . 


图 15 
HN RE eA BERN 3K OK ET. 


= al 


用 NN AET EIA BERIS 3X4 1S & AN ER 
部 分 推 挤 :起 , 便 可 得 到 一 只 SA 10 EF 
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17 
HN 型 并 让 BPE) RR ES ER. 


MRM BM. HPZ EA RNC + PAE as (Pits Gabel). 
WEI MEER AN OFS Fe. ABUT AR. ABR ARE. 
HG hy KK PR E «Db a A RE. FE TER PT E ERE E+ 
MRTE GE TA) Se hed Bad VT) FI Se Pee 
就 是 ;每 -个 可 以 用 工 AUER PERAI E — E HR 2 4 FBX 
8 矩形 拼 成 .而 2X4 和 3X8 矩形 本 身 可 以 由 上 L 型 西 过 骨牌 拼 上 成 .这 
307 


个 问题 的 另 一 个 结论 由 戴 维 。 瓦 尔 科 普 (David Walkup) 得 到 , 即 每 
一 个 可 以 由 了 工 型 四 连 上 骨牌 拼 成 的 矩形 一 定 可 以 由 边 长 为 4 的 正方 
形 拼 成 . 当然 , 边 长 为 4 的 止 方 形 也 可 以 由 T 型 四 连 骨 牌 拼 成 .( 由 
L 型 四 连 骨 牌 拼 成 的 2x4 和 3X8 和 扼 形 和 另 一 个 由 工 型 四 连 肯 牌 
拼 成 的 4X4 正 方形 , 见 图 18. ) 鉴 于 此 类 发 现 , 弗 里 荡 推 测 可 以 由 给 
定 多 连 肯 牌 拼 成 的 定形 集合 下 有 一 个 有 限 的 基 BME. RASA 
REFE BHE 中 的 每 个 给 形 可 以 由 5 中 的 矩形 拼 成 . E HERE 
HEM. UR 4 与 下 的 面积 不 具有 公共 素 因 子 , 则 任何 边 长 为 充 
SP BY LIE ABT h AFI B BER. 他 想 用 这 个 结论 十 明 前 面 的 推测 . 

但 后 米 发 现 第 一 个 推测 是 错误 的 . 

Se PAROS AA Ae RAE S ox db BEE a px ep Ma Xe T 
方形 拼 成 的 充分 必要 条 件 . RRR RA ee AE 
方形 组 成 ,或 者 它 能 分 解 成 两 个 较 小 的 矩形 ,每 个 小 矩形 可 由 A 
小 侈 正方 形 组 成 . 这 意味 着 下 列 几 项 中 必 有 -项 是 正确 的 :1)ea 都 
能 被 整除. 27a ,5 都 能 被 4 HERR. 3)a 或 a) 可 以 ee p FU 


a a .中 没有 Ab th 


ray) 加 


图 18 
由 +: 型 四 连 骨牌 与 型 四 连 骨牌 所 拼 成 的 " 既 约 块 ”. 


2X2 正 方形 或 3X3 正方 形 拼 成 . 当然 ,这 就 推翻 了 甘 倍 尔 的 第 一 个 
推测 ,也 就 是 有 关 第 … 个 推测 的 一 种 证 明 手段 .然而 第 一 个 推测 是 下 
确 的 . 事实 上 ,我 还 能 证 明 -个 更 要 蝇 得 多 的 结果 : 
假如 站 是 由 整数 边 组 成 的 矩形 的 一 个 无 限 集 合 ,这 些 矩 形 的 特 
点 是 它们 固定 在 平面 上 并 具有 定向 性 . 也 就 是 ,… 个 <Xz RI 
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APIT F Ahh AAEE a 轴 . 因此 ,如 果 a 过 ,那么 aX5 条 
形 与 5Xa 算 形 是 不 同 的 . 我 们 认为 通过 平移 重新 确定 的 算 形 与 原 米 
ANIL EE ON. 另外 这 种 拼 法 还 有 一 个 特点 。- 个 矩形 必须 先 分 成 
两 个 较 小 的 矩形 ,然后 再 用 同样 的 方法 拼 成 大 的 . 例如 ,我 对 由 两 部 
正方 形 拼 城 的 矩形 的 理论 让 张 ,这 类 逢 形 可 以 通过 “ 先 分 后 合 "的 方 
法 拼 成 .但 是 .用 “ 先 分 后 合 " 卉 法 不 能 拼 成 峡 19 Byatt BE. 


=i 


图 13 
一 种 不 能 省 " 先 分 斤 合 ?法 完成 的 图 形 . 


我 的 理论 涉及 到 用 “ 先 分 后 合力 法 去 拭 定 向 性 盾 形 . 它 认 为 ,等 
个 定向 性 矩形 的 无 限 集 人 台 六 含有 一 个 有 限 子 集 BR RE 一个 
JE RAOR" EIE G Rh B PITE BR. U.S 
的 结 论 在 大 维 空间 之 中 也 成 立 . 
AK oes (B+ 4B STA Dick de Bruiin) 发 现 子 一 种 用 调和 块 寺 合子 
DF IR AY RTS Rb ay oS FE. 他 把 :一 个 凋 和 上 大 定 文 为 个 大 小 为 革 > 是 广 
abe 的 立体 .其 中 45 为 党 数 ( 对 多 维 立 体 也 有 类 伺 的 定义 ). 结论 
FES AM Oe CPT co AF REIN ETHEL ES AR 
FM E PE JE NG EY Ay ap X abg X hor. OBE LR 
PRE “Sia AOR IM AT. È 7 BE AS a. FR E STE HAY 
O ELD Fg HAS T A A De PDE RAY RE 
由 -个 矩形 的 几 份 找 页 拼 成 . 这 使 我 进 一 止 挫 测 ， 存 + 维 空 间 里 ， 
民有 吕 坟 由 “ 先 分 后 合 ” 方 法 拼 成 的 盒子 才能 用 油 和 块 搓 成 . SR TT E 
维 ， 辛 马 斯 特 (David Singemaster} 提 供 了 :一 个 反面 例子 :用 1X3x4 
拼 块 可 以 拼 成 一 个 5x5x12 合子 ,但 是 这 个 盒子 却 不 能 用 “ 先 分 后 
3ag 


合 ? 法 拼 成 ! 

这 个 结论 与 我 对 甘 倍 尔 第 一 个 推测 的 证 明 相符 ,也 就 是 :除去 售 
子 的 … 个 有 限 集合 外 ,其 他 的 盒子 都 可 以 用 " 先 分 后 侣 ?法 出 一 个 给 
定 的 健 块 米 拼 成 . 

Mi 7 RA taki 
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s K y i. ty a 4 ; 
inate eas 


Saari ts arta et 


a a ag 
k7 g’ 本 
SSN 

z Ms ae 


O HHBKE 


| ah fe > E+ $ 44 (Donald E. Knuth?) 


Maye aom, REMC Maa A tee tte oe I 


请 读者 注意 : 把 第 -- 首 诗 右 半 部 的 上 三 行 与 干 四 行 交 换 了 一 下 
沪 儿 后 . 它 变 成 了 只 有 七 行 的 第 二 首 尘 了 . 请问, 失踪 的 是 哪 -- 行 ? 
g PARTE A RATA PTR RIES FH IER | 
BREE | TRA A 
科学 上 的 定律 | 与 明白 无 误 的 数学 事实 . | 
. : | 有 
PEAR RIP | | 
EIKER Mis RAMES E: 
Wat ARR EAR E R FA- REE. 
AIP se aif AR Aha 


二 | CREAT Ae 
ERE AY SL | 脱 运 东西 如 在 梦 蛙 : 


入 学 上 的 定 伴 | IRE AEDA ER RAEI | 
EAA GPR | MUI oO 
O CURL UT AC Set HD | FRNA EE A 


ae is = 


[ee 
时 而 | RE URR ALOT ARE TES Fe ER | 
RO eA PRM 


eres 明白 无误 的 数学 事实 . 
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REZ: 

AM BAS GARR" BRL Edel RE EA A) RAL n BE RS R 
RR. RIES CET HK BS ARIS SM. AILS AY fe a Ree 
有 趣 的 是 ,数学 游戏 喉头 也 有 这 类 题材 ,而 且 一 度 曾 在 美国 广泛 流行 让 ,这 就 是 计算 机 科 
学 大 师 唐纳德 *E， 点 努 特 (Donald E. Knuth) ERS MH LUSCH. RS + 
RAH- FRAPO - 魔术 BSD) (Mathematics, Magic and Mystery, 因 这 三 个 英语 单词 
的 第 一 个 字母 都 是 M, 故 又 简称 “ = M”) 中 , 曾 引 证 过 许多 材料 ， 据 他 考证 ,在 这 个 问题 上 


AIREA E 广 几 世纪 美国 游戏 数学 大 师 出 姆 ， 洛 世 德 ,他 曾 为 纽约 布 得 此 林 # 每 月 之 
WIM feat AR. RR” hy BP. of ES A. be 
十 三 个 精 蝴 打扮 的 人 物 PERN WER Y. RE. 但 是 转 到 某 -位 置 时 ,和 于 而 上 的 
入 物 却 只 有 十 .个 了 ,那么 ,还 有 -人 到 哪里 去 广 呢 ? 据 此 史记 载 ,此 物 曾 紫 掉 数 百 万 份 之 
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YE rr mv emp a a ooi 


EARDERE 


BB KUE I RO RE ey EFA H A RE. 

APP EREM ARR AA E, A EA Se KR EXD H TX L A A 
到 尺 可 能 最 大 限 虚 地 保留 原文 的 意义 与 形式 . SR CE RAED 
与 前 后 搭配 关系 .和 将 这 种 文字 六 戏 转变 为 异同 文字 ,确实 是 非常 因 难 的 .有 时 其 至 二 杠 本 
办 不 到 的 . FRE Pl. A “Sp OR eI ET E RRE 
RPE: (et BE Ty EBERT SR T SEA Se, WE EO 
AE PROBALY EL Ze EU E EE T ft Fh 

PAH OER BOC RAED Hi- SE i | AAT HEL PE ZEMS SEST IR PE Se RBE E OE HE BE ge 
FEMUR ATR ESE HRS. 
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@ 斯 所 福 大 学 


LJ] 产科 特 。 全 (人 《Scott Kim) 


-AIAN EY te HN EN OE AN MAELO et E Rn BEE G OY Hh tp EH A 


几 里 得 


古 希 腊 人 的 一 柑 突 出 成 就 是 在 日 常生 活 经 验 的 主要 声音 中 构筑 
起 -- 个 音调 和 声 的 演绎 系统 . 这 一 系统 在 网 几 里 得 的 十 三 卷 《和 和 声 基 
础 交 ( 又 称 * 调 和 级 数 ”) 中 得 型 了 充分 物 述 
一 上 来 是 五 条 公理 ， 
1. 4 nn ees eee ee 
FE. aioe 


des 218 sree GER BAH) 
3. ae -AFIS ZE il! BVT HE A PE ETT ih. 
(顺序 公理 》 


4. Fiti 的 兰 音 调 帮 相等 CEBA 
OFZ: KR IERE ERA y ARER AE EM ARI EEA 
gy FR OR GB MIENK JL ET, VA EAIA LL Ne f NIEA 
O FRÈ: EERLKJLERNARROTADAA 8AE ELR Ee 
WIERF K ereh A ER LEM g RAER. 
317 


t aii © 
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5， 如 - -旋律 线 与 伴随 它 的 两 条 旋律 线 之 间 存 在 着 五 

分 之 一 的 差异 而 使 同 侧 的 内 部 音程 小 于 两 个 三 音调 , 则 在 

无 限 延 伸 时 ,两 旋律 线 将 最 终 转 为 音程 小 于 两 个 三 音调 的 

那 一 侧 . (第 五 公设 ) 

欧 几 里 得 能 推导 出 诸如 以 下 的 定理 ， 

- -个 三 和 弦 的 各 音程 之 和 等 于 两 个 三 音调 . 

他 也 研究 过 阿波 罗 尼 斯 (Apollonius) 进行曲 ,得 到 以 下 结论 ;第 
五 个 图 内 的 任 一 点 都 有 一 个 反 演 对 应 点 . 

虽然 如 此 , 殉 几 里 得 显然 不 满意 他 对 第 五 公设 所 采取 的 说 法 . 它 
没有 前 面 四 个 公理 的 紧凑 与 优雅 . 实际 上 , 殉 几 里 得 在 其 《基础 )- Ë 
中 尽 其 推迟 使 用 第 五 公设 ,市 前 面 四 个 公设 却 是 开 足 马力 ,大 用 特 
用 . 他 一 度 考虑 要 增补 一 -个 公式 , 即 所 谓 “ 附 如 的 第 二 公设 ,但 最 后 
还 是 放弃 了 这 一 想法 ,因为 它 仅 不 过 是 一 个 “小 六 子 ”( 小 小 的 第 六 公 
i). 

其 后 又 经 许多 世纪 ,不 少 人 试图 挑 出 欧 几 里 得 的 每 个 小 毛病 . 也 
许 第 五 公设 是 多 余 的 ,有 可 能 利用 第 五 公设 作出 的 一 切 曲 予 都 可 仅 
由 前 四 个 公设 即 能 作出 . 有 人 想 通 过 靠不住 的 节奏 (所 谓 “ 分 解 性 定 
理 证 明 法 ”) 来 证 明 这 一 点 . 

17 世纪 意大利 音乐 理论 家 吉 洛 拉 葛 。 萨 饥 里 (Gerolamo 
Saccheri)@ 创 作 了 与 第 五 公设 针锋相对 的 -整套 乐曲 . 他 希望 能 找到 
一 种 交叉 关系 ,结果 什么 也 没有 出 现 . 萨 凯 里 的 研究 工作 是 北欧 作曲 
法 的 几 个 早期 实例 之 一 . 然 币 .他 所 受 的 教育 却 未 能 使 他 意识 到 其 发 
现 的 重要 宾 . 由 十 术 能 接受 新 的 高 品 音调 ,他 于 是 宣称 ,他 的 作曲 法 
“有 悖 于 乐 首 旋 律 的 本 所 "从 放 否 定 了 他 在 历史 上 应 拥有 -席位 界 . 
BORE. OA RACE SR BL n 


O WAH: KARETE RMS MeL PR BER ZAR IL IT 2D 
一 书 的 有 关 章 节 - 
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希腊 人 的 理想 


像 他 的 前 人 一 样 , 萨 饥 里 的 失败 是 由 于 希腊 思想 对 音乐 理论 的 
支配 性 影响 . 希腊 人 抱 有 一 种 想法 :神圣 的 比 统治 着 字 宣 . 同一 种 比 
支配 着 行星 的 轨道 .几何 学 的 和 谐 乃 至 于 音乐 的 图 式 . 发 现 了 不 少 具 
有 简单 比例 关系 的 例子 . 毕 达 哥 拉 斯 定理 说 明了 和 斜 边 所 代表 的 音 高 
与 边 长 之 间 的 关系 . 如 果 长 度 加 倍 , 则 音 高 折 半 - 毕 达 哥 拉 斯 音调 系 
HAE FE 3/2, 它 被 称 作 黄金 音程 ,人 们 认为 它 听 起来 最 悦耳 - 

希腊 人 最 终 把 各 种 比 同 泛音 序列 排 上 了 的 ,这 是 -个 许多 扯 纪 
以 来 引起 深切 反响 的 课题 ,人 们 经 常 重复 这 句 话 :* 上 帝 创造 节 泛 音 
序列 ,其 他 东西 都 是 人 的 产物 . "他们 从 泛音 序列 推导 出 不 同 首 调 系 
统 , 也 就 是 调式 . 调式 逻辑 家 们 相信 音调 对 人 的 气质 具有 强烈 作用 . 
上 比 与 实在 不 能 分 离 ,因而 音乐 就 是 宇 密 现存 秩序 的 记 信 . 

经 然 只 有 一 种 音乐 ,者 就 没有 必要 把 它 弄 得 很 清楚 . 对 一 位 现代 
音乐 家 来 说 , 欧 几 里 得 的 常用 记 谱 法 ,例如 * 浆 体 大 于 一 部 分 ?以 及 财 
BUCS AY As PH WE EIR PLE. 他 们 间接 提 到 其 他 的 记 谱 法 ,它们 也 
[E HE g AE E fet, 因而 无 法 说 成 是 自明 的 定义 . 类 似 地 , 当 追 随 欧 儿 里 
得 的 作曲 家 们 认识 到 止 确 领唱 的 重要 性 时 ,他 们 便 感到 有 必要 把 订 
能 会 引起 混 消 的 步子 标记 出 来 . 

这 种 缩 略 倾向 目 接 导 向 了 -系列 引起 混乱 的 记 谱 练习 :其 中 包 
话 数 学 厌 构 ,低音 部 与 装饰 音 . 演 秦 者 必须 以 合适 的 方式 填补 空缺 的 
ILER R I Se BHO. S. Bach)@ 被 认为 是 用 老 框框 写 出 所 
有 的 装饰 音 . 最 微妙 的 省 略 体现 奔 器 乐 演奏 的 谱 昌 中- 作曲 家 们 时 常 
HORA LCR RSA PEPE. ON -位 演奏 家 完 休 指望 通过 “乱弹 于 ” 米 重 
ERE MA EREE i 

A EA EF Te Pt As ATG BB A 批评 家 们 提出 了 需要 


O 译 者 注 : 巴赫 是 著名 目 典 音乐 家 ,作者 存心 把 他 说 戒 是 数学 家 ， 
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作出 解释 的 若 于 基本 问题 ,其 中 和 有 一些 只 是 在 现代 实践 中 才能 判定 
是 非 . Alea 地 方 的 Zeno 提出 了 到 点 音符 9 的 疑问 . 他 声称 一 个 完整 
音符 是 不 可 能 的 ,因为 它 必 需 把 半音 符 无 限 地 加 以 如 点 . 批评 家 厄 华 
米 提 斯 {Epimenides) 提 出 了 著名 的 自 相 蒜 盾 命题 ;"”- 切 批评 家 都 是 
说 谎 者 . " 厄 毕 米 提 斯 悖 论 及 其 现代 变种 “这 支 歌 是 不 能 唱 的 ”, 最 终 
妇 结 为 哥 德 尔 (G6del) 的 “宇宙 交响 乐 ”, 它 要 末 不 能 批评 ,要 末 是 不 
完全 的 . 即便 如 此 ,人 们 对 欧 几 里 得 和 声 法 的 普遍 有 有 效 性 , 仍 末 提出 
疑问 . 


非 欧 几 里 得 


这 些 不 协和 音 的 最 终 解 决 者 是 将 近 一 千年 后 出 生 的 非 欧 几 里 得 
(1874 一 1951). 1921 Æ 7 月末 的 一 大 , 非 欧 儿 里 得 告诉 他 的 一 个 学 
A MORES ,在 1 点 钟 差 12 分 时 ,我 作出 了 一 个 伟大 发 现 , 它 足以 
保证 在 未 来 100 年 中 ,德国 人 在 几何 学 上 至 席 元 上 的 地 位 . ”按照 这 
名 名 言 的 前 面 两 个 单词 ,他 把 他 的 新 系统 说 成 是 “不 成 调 的 ?@, 结 
果 ,其 新 几何 果真 被 人 称 为 “不 入 调 的 几何 学 ”. 

这 种 “ 差 12 分 就 到 ! 点 钟 的 几何 学 ”S 拒 平行 间隔 的 概念 完全 
打发 挤 了 ,从 而 一 劳 永 逸 地 排除 了 招致 许多 里 烦 的 根源 ,并 进而 宣布 
ee 非 欧 也 里 得 把 钟 面 取 作 他 的 模型 ,旋律 线 由 时 

与 分 针 来 识别 . 由 于 它们 恒 在 中 心 相 交 , 于 是 就 不 可 能 有 什么 下 行 
a 在 非 欧 和 声 法 中 ,每 一 个 不 入 调 的 调子 都 对 应 着 钟 面 上 的 一 
个 数 . 通过 这 种 尺度 可 以 建立 怪 调 所 成 之 行 (级 数 ). 这 些 级 数 可 以 相 
加 、 相 减 . 求 总 和 或 者 求 导数 . 最 后 这 种 运算 (性 调 求 导 法 ) 对 精神 上 启 

O PMA: 在 音符 后 捉 NK EK 分 之 一 

@ MATE. HAR BOA ROR Bee PSY L 国 
Ay“ at one BY AtA: -A ALAA SER ky “atone” JX l EE ER AY BC PAK FB Uh. 

O KEE: ER EILH. 
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SERRE 


PRE Wt RAE A REY). 

GRKA ET Pe MEE a SEE AA BK A. OY PE as BY E 
调节 的 完全 对 称 性 ,在 这 FRA PRE RE FL 
来 表示 .也 不 能 通过 降 半 音 米 把 调式 的 不 规则 性 硬性 拉平 . 非 欧 和 声 
法 切断 了 它 与 调 当 作用 的 联系 , 是 它 同 现实 世界 也 就 没有 任何 下 
接 联 系 . 

过 年 以 来 ,新 和 上 峙 系统 的 确切 意义 规避 了 了 人 们 的 批评 . 人 们 的 确 
可 以 任意 发 明 一 大 新 的 公理 ,然后 按照 那 种 方式 来 作曲 . (He eti 
条 会 有 任何 意义 吗 ? 造 出 来 的 曲子 好 听 吗 ? 入 调 与 不 入 调 , 这 是 完全 
对 立 的 东西 ,如 朵 人 们 抱 住 新 体系 不 放 , 那 么 欧 氏 和 声 法 的 逻辑 地 位 
又 将 如 何 ? 欧 氏 作曲 家 们 的 一 切 努 力 难道 都 是 白费 的 吗 ? 

非 欧 和 声 法 迫使 音乐 家 们 拓宽 眼界 ,更 深入 地 思考 音乐 与 现实 
世界 的 关系 - 非 欧 几 里 得 业已 让 明确 实 存 在 着 与 欧 氏 和 志 法 完全 针 
狂 相 对 的 一 些 和 和 声 法 ,可 基 它 们 照样 能 够 维持 其 内 在 的 无 站 盾 性 . 这 
意味 着 必需 把 和 声 法 视 作 “种 抽象 游戏 :独立 于 它 的 描述 能 妃 . 作曲 
家 们 珊 己 开始 转移 他 们 的 注意 方 ,从 按照 现存 方式 作曲 转 为 发 现 新 . 
的 作曲 方式 . i 

AIF HEA. BR DTA R A T GE BE E PE BY o P 2 
依然 存在 . ABE AY TE SE AB —- Ph A E T eS. a hye 
Sr MURR ELER ER TT YE OR OOD. ATR LE SESE 
能 确切 地 倾听 简单 整数 比 , 水 恒 空间 被 多 种 其 他 因素 所 扭曲 ,诸如 声 
GHEE PH ieee. 因而 纯 使 作为 真实 声音 的 措 述 、 
欧 几 甫 得 烧 式 也 并 不 正 傅 . 天 实 上 ,网 氏 和 有声 法 上 从 不 过 是 包含 - - 切 变 
调 的 备 种 可 能 性 所 档 三 的 闵 汉 流 中 的 一 点 而 .不 过 ,就 日 常 日 的 面 
言 , 欧 兵 和 声 法 足 甫 应 用 ,因为 均等 调节 的 音程 是 泛音 系列 音程 的 高 
RG. 只 是 在 极端 情况 尺 ( 论 其 当 调 制作 用 以 极 高 速率 i 现时 ) ,两 
者 的 区 别 才 明显 . 正 是 出 寺 这 样 的 原因 .人 们 在 早期 木 能 认识 非 欧 和 
声 法 ,也 就 不 足 为 性 了 . 


最 近 的 进展 


以 变调 几何 为 其 遵循 的 模式 ,许多 病态 作曲 法 开始 出 现 . 有 些 人 
试图 作出 能 用 一 次 以 上 的 办 法 进行 演奏 的 曲子 ,以 产生 具有 两 种 或 
多 种 功能 的 组 成 .有 人 则 鼓吹 利用 随机 因素 来 表达 乐曲 的 不 定形 . 然 
而 ,这 种 倾 高 遇 到 相当 阻力 . 发 展 了 相对 音 高 这 一 革命 性 理论 的 音乐 
家 阿尔 伯 特 . 爱 因 斯 坦 CAlbert Einstein) 说 了 如 下 的 名 言 :! “上帝 并 不 
RT”. 

十 为 世纪 七 士 年 代 , 乔 治 . BEE (Georg Cantor) 开 始 研究 超声 音 
频 理论 . 在 以 前 ,作曲 家 们 认定 , 凡 速 度 突 破 上 界 的 一 切 曲 子 都 是 同 
样 听 不 儿 的 . 康 托 表明 并 非 如 此 ,他 所 用 的 概念 是 2 对 3 的 一 致 以 及 
不 可 数 旋律 . OA SR HERA MT, AmE 
等 网 傅 与 红 衣 主教 都 可 以 唱 的 钢琴 曲调 . 虽然 这 些 声 音 几乎 覆盖 了 
所 有 的 频率 ,但 它们 是 无 法 区 别 的 ,利用 “ 芭 苹 舞 滑 步 法 ”, 康 托 也 得 
以 证 明 : 小 提琴 要 比 钢琴 拥有 更 多 音符 . 

1976 年 ,两 位 钢琴 演奏 搭 祥 哈 肯 与 阿 沛 尔 (Haken 与 Appel) 演 
出 了 长 久未 弹 的 “地 图 四 重奏 ”. 它 表明 ,每 个 国家 的 赞美 诗 都 只 须 使 
用 四 种 声调 即 可 唱 诵 . 他 们 是 通过 计算 机 来 证 明 的 ,计算 机 对 老大 的 
排列 组 合 数 (基本 上 可 从 一 个 极其 简单 的 音乐 概念 导出 ) 进 行 了 清点 
计数 . 哈 肯 与 阿 沛 尔 把 一 个 关于 自然 美的 根本 问题 复活 了 :如 果 没 有 
人 听 得 懂 一 个 曲子 的 结构 ,难道 能 说 它 是 优美 的 ? 谁 是 计算 机 音 乐 的 
作曲 家 ? 以 上 这 些 问 题 的 答案 依然 有 待 于 人 们 的 发 现 . 

在 非 欧 几 里 得 与 和 声 法 真 伪 的 讨论 方面 想 要 掌握 更 多 信息 的 读 
者 可 以 参考 《 哥 德 尔 , 埃 歇 尔 , 巴 哈 》 人 Gadel,Escher,Bach: 一 条 永恒 
的 金 带 )9, 该 书 作 者 是 道格拉斯 ， 堆 夫 斯 塔 特 (Douglas 
Hofstadter ) , 1979 年 由 Basic Books 出 版 . P P oE ach a Sy BEY JE 


O FRR: 经 乐 秀 或 编译 ,中 文本 已 于 1983 年 出 四 川 人 民 出 版 社 判 行 . 
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乐理 论 家 科 特 " 哥 德 尔 (Kurt Godel) REEK + C - RKI (Mau- 
rits Cornelis Escher) UA R MFA S- 巴赫 (johann Sebastian 
Bach) 信 的 工作 编织 在 一 起 . 


O FA: 实际 情况 怡 怡 相反 - MERKER R URETRA 
A LE ETS :本 是 游戏 文章 ,何必 忒 笋 认真 ? 
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” 有 魔力 的 立方 人 面体 
D 治 杉 珊 市 大 学 E 
L] 查理 。W， 特 列 格 (Charles W. Trigg) 


-个 立方 八 面体 的 表面 含有 八 个 等 边 三 角形 与 六 个 正方 形 ,这 
些 王 角形 与 正方 形 交 蔡 地 图 绕 于 它 的 十 二 个 顶点 ,如 同 图 RT 
ZPP HH A AA. 

RTE ATE WaT Lp EET LLB 
正方 形 .这些 正 方形 两 两 一 组 地 图 宇平 行 平面 内 - Sb PEP 
而 中 筷 的 是 一 个 中 介 平 面 , 它 包 含 着 一 个 中 介 正 方形 的 下 个 入 点 . 因 
Je, ra LE 9 个 正方 形 上 ,而 每 个 顶点 有 二 个 正 


立方 八 面体 的 正 交 投 影 . 
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k 万 
2 
立方 八 面体 的 许 莱 格 尔 图 人 @. 


如 打 总 和 和 为 三 的 十 二 个 元 素 以 这 样 ~ 种 方式 分 布 于 立方 八 臣 
体 的 十 二 个 顶点 ,使 得 每 一 个 表面 正方 形 的 周边 各 数 都 是 9 时, 则 立 
方 八 面体 称 为 是 具有 魔力 的 .由 于 周边 和 的 总 数 满足 下 式 : 68 一 
22), 故 知 魔力 常数 9 = 2/3. 再 考虑 三 个 乎 行 的 正方 形 ,可 以 得 出 每 
个 中 介 正 方形 的 周边 和 数 也 是 了 一 2(2/3) = 2/3 .在 图 2 的 许 莱 格 
尔 图 中 ,中 介 正 方形 的 四 个 硕 点 是 e,f ghiasc,pym 与 65,d ,kn 

从 个 表面 三 角形 两 两 一 组 地 落 在 互相 平行 的 平面 上 . 把 环绕 三 
角形 af 与 hpk 的 三 个 正方 形 的 周边 和 数 写 成 等 式 并 加 以 化 简 , 即 可 
得 出 

a-+f +-b=A Fp tk 

这 就 说 明了 ,在 -~ :个 有 魔力 的 立方 八 面 体 上 .相对 三 角形 的 周边 和 数 
是 相等 的 . 

如 果 各 顶点 上 的 元 素 即 是 前 十 二 个 下 整数 , 则 之 一 78.% 一 26 , 帮 
为 鉴定 订立 方 人 面体 的 第 - - 步 ,下 面 给 出 了 把 26 分 为 四 个 不 超过 
32 的 相 异 整数 的 33 种 分 拆 法 - 为 了 行文 简 污 ,节省 地 位 起 见 , 整 数 


@ Ri: KTHRGHRA MRAM FR S M.P RREM BARS OY 
中 译本 ))， 
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10,11,12 将 分 别 用 x.y. HEFCE. 
L2yz ldzy 239z  258y 3472 349% 456y 
1322 159x 248z 2674 356z 358r 457x 
149z 168y 257z 259s 348y 367z 4589 
158z 1692 23zy 268r 357y 3689 4679 
167z 178r 249y 2789 5678 
如 有 果 把 ! 指派 架 -- 个 男 定 位 置 a, 虽 只 有 1 这 个 数字 是 公有 的 
两 个 四 数组 必须 分 布 在 ape'd 及 aem 了 的 位 置 上 - 共有 十 一 对 
四 数组 能 满足 这 个 要 求 ,它们 是 ， 


12y2, 1692; 12yz, 1782; 1322, 1597; 
1322, 1687; 1492, 1687; 1492, 178z; 
lazy, 1582; ESZE 167z; 158z, 169x; 
1599, 167z; 1597, 178r. 


把 1 固定 在 其 位 置 上 , 则 每 个 四 数组 在 四 边 形 顶 点 上 的 分 布 方 
AHE 31 种 ,因此 共有 .11, 或 者 说 ,396 种 初始 分 布 需 要 考 卡 . 
第 一 个 四 数组 的 一 种 分 布 方式 表示 在 图 3 的 左边 . 包含 >, 但 与 


互补 的 麽 立方 八 面 体 . 
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其 他 四 数组 没有 同一 整数 的 一 个 四 数组 457z 被 选 作 外 层 正方 形 的 
分 布 . 这 样 一 来 ,包含 9 与 2 以 及 4,5,7 三 个 数 中 的 - -个 的 四 数组 需 
Be RE me 四 边 形 上 ,于 是 ,就 选 - :个 四 数组 2789. 下 一 步 ,需要 
Pees 8G yW R15 fe SAP MAL. 在 3487 被 安放 在 
西边 形 cgp 上 以 后 , 剩 下 来 的 数 5 就 非 族 在 LAY, ER RE 
最 终 完 成 了 魔 立 方 八 表 体 各 至 点 上 数 的 分 配 - 

按照 上 述 办 法 ,已 经 鉴定 了 40 种 魔 立方 从 面体 ,它们 可 以 看 作 
20%) FEY , 道 过 由 顶点 mac 所 决定 的 镑 面 肥 射 , 其 中 的 -个 
可 以 转变 为 另 - :个 . 在 表 上 中 ,只 是 沁 和 下 了 一 对 挛 牛 物 中 的 - -个 , 几 
是 遂 过 旋转 能 够 恒 合 的 分 布 并 不 认为 是 相 寞 的 . . 

如 果 两 个 整数 的 和 是 13, 则 称 它 们 是 互补 的 .如 对 应 元 素 都 是 
也 补 数 . 则 两 个 磨 立方 八 面 笨 称 为 是 工 补 的 . 图 3 所 给 出 的 两 个 订立 
方 八 面 体 就 是 开 补 的 . 

TER ! +H. SIRE ANT REE ABC D; E, F;G, H31, 
J.E EH 0b, 0.8 这 - -组 的 四 个 数 足 同样 四 个 数 的 BHD. 
Wefigak 加 mR98 这 两 组 ,除了 4,B Ig tt 两 对 之 外 ;情况 亦 


O 许 业 格 尔 隐 十 的 位 性 | fati 
Ea dta lora LIN Ale AS ete A a ln E 
| 人 2 & 2 7 4 | 2600 Ie ] 
ta! 7 6 9 8 a 6| :8 a a m! 
: r ie 4 yy « 2 F 8 4 G1 23 £8 ' 
| i i 多 # à 7 f 1 3 | & 18 
iy | 4 g 6 2 3 2 2b is 1 
| F | R ti 2 4 3 x 30 1% j 
1 toa 2 ge A 23 F K ; l 
č G z 4 了 § 2 g 17 16 22 23 
| 1 ?7 6 4 oy 8 8 2 2 a} 2 iy as H | 
oh z 6 7 5 9 2 rz 4 y 3 | 23 i3 22 20 | 
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一 一 一 一 ~ 一 一 一 一 em 


TT n aan, di EA r e e e -oaa e -© 


ARS ARPS 0907 
© d e S y é k m n P Fra fee: 


y 6 9 7 4 5 x 8 3 27 


« 6 7 8&8 8 2 &« 3 9 R2 

SB OB OR! oe OS sae Bee 20 

2 1 B 5 6 9 4 z z 2 3 21 
RII 9 y 5 7 6 3 r 4 = 8 2 26 
x | LS ge ae, A, GE 4 z= 8 2 23 
7 | 1 y 5 9 7 2 3 3 4 8 2 z 20 
| rli y 6 9 «© 7 6 3 4 8 2 zl 17 


表 1 
BESE A Ek ATA = 26- 


A ERER ETREZE AAEH SR. EN, Pi RS 
TE AJLI P. a,b,c,d Ef kemen, p YS} Ai 一样 的 . 在 VIP RS 
RRP Sgh BY od fA E ARER. E RSTU 这 一 - 集 
PPa bed 这 :一 四 数组 家 现 为 同样 整数 的 重新 排列 ,日 e fog hk 与 
fom? 这 两 组 也 是 如 此 . 

出 于 对 总 的 二 角形 是 由 好 相对 的 .内 此 图 2 中 沿 着 外 层 正 方形 
培 界 的 庄 玉 角形 的 周边 和 数 与 沿 着 内 层 和 起 方形 境界 的 各 二 有 角形 的 周 
按 和 数 旦 相同 的. 从 硕 二 的 注 角 形 出 发 , 按 脐 时 针 眶 向 进行 ,各 外 转 
二 骨 形 的 周边 和 数 部 已 记录 在 表 1 之 中 . EE PU TRR 
REA RIS. TE CDS EPG MEK Oih, Mi RS SAT DS A BRB 
PE. LARS MF A (RAPT os oe ook. E C.P, 
EE 中 这 四 个 和 数 成 一 等 差 数 列 . 在 CD, K, FO,H,K,L.M,Q R, 
两 个 和 数 相 冶 地 加 起 米 等 于 39; E NPR, S, TU 中 ,两 个 相继 的 

328 - 


和 数 加 起 来 等 于 39. 
立方 人 面体 LM, R, S 具有 超级 魔幻 性 ,因为 它们 的 9 PE 
形 与 2 个 三 角形 的 周边 和 数 均 为 26. 
在 前 12 个 整数 的 所 有 分 配 办 法 中 ,i 有 一 -个 能 使 八 个 二 角形 的 
周边 和 数 统统 相等 ,这 是 由 于 2C78)/8 I 39/2 不 是 “个 整数 之 故 . 
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© 浇 铁 卢 大 学 


,| FB + F P1644 (Ross Honsherger ) 


An RAE SA hs AE EI ERIE EIEN Ye ANI Cmts SONI OT TEE A EAR ON NI 


ieee Whe RA, «eC nah, le 


We HK RI Ek Eh 


这 赔 小 题 日 米 自 炭 里 * m£ Murray Kiamkin) ,我 们 以 此 作为 
引子 来 测试 一 下 马丁 的 数学 直观 能 力 . 设想 一 段 平 销 促 直 的 铁轨 
AR, +e 5000 ÆR. EE R E E rA D”. 在 炎热 的 夏季 , 铁 思 内 
党 热 而 伸 长 2 英尺 ,形状 变 弯 了 . I E a Te A BR 
的 - 者 么 你 猪 猜 看 , 铁 胃 于 心 点 距 地 面 的 高 度 将 是 多 少 ? 一 英寸 ? A 
英尺 ,人 述 古 内 有 “英寸 的 [分 之 *? 

由 省 铁 轨 总 长 度 在 受热 膨胀 后 将 是 5002 英尺 , 它 的 一 半 便 是 
2501 HER. AE RAY SHARE -条 光滑 曲线 ,我 们 不 妨 过 
WHORE ES BLA ge. 由 上 比 , 利 用 旨 股 定理 ;可 以 算出 扁 x 的 近似 值 : 

2 SEU D500 


= “02501 二 2500) 50] + 2500) 

=- 500}. f 
ryote if T. A EE 70 EN OE REE AKI- ~- 凉 . 当然 ， 
这 是 照 直线 情况 计算 的 .如 把 铁轨 的 弯曲 因素 也 考虑 进去 ,其 数值 仍 
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a 
然 接近 于 67 英尺 . 马丁 ,你 想象 中 的 结果 ,与 它 接 近 到 何 种 程度 呢 ? ， 


ee. a 


Ao 2500-——— B 


图 1 
算术 大 师 


大 到 ?一 年 以 前 , 一 种 名 为 “算术 大 师 ” 的 数学 游戏 风靡 我 国 . 在 这 
Sa 力 玩具 中 ,一 位 局 中 人 秘密 地 把 四 根 涂 有 颜色 的 木 柱 排 成 一 列 ， 

一 位 局 中 人 央企 多 用 最 少 的 步 数 ,结合 猜想 与 推理 ,来 判明 木 柱 的 
it T 干 面 , 让 我 们 也 来 玩 一 下 类 似 的 算术 游戏 , 它 也 是 
默 里 。 交 兰 金 告诉 我 的 ， 

首先 ， WERE RP EER RPS MB DF 00, 也 介 

FT ER iE ETWA 

LA, gds szita li) e 
Xp Fix HEF. FRY OR CAR. BLAS OR Ra ch T A a RAI XT 
TR RGR Hh Ft AQT He RY. 

SEGA REE SPR re tarts PEL a EO EL R 
TEAC BSCR AR SLA AUX BEE) m FY os a RRA OE 
诉 我 那些 中 有 多少 是 候 确 无 误 的 ,有 多 少 是 排 芷 正确 的 位 置 上 的 . 
而 只 和 要求 你 告 激 我 一 个 总 的 和 数 5 就行. 这 个 5 的 计算 方法 是 
把 对 应 数字 相 乘 以 后 得 求 和 , 即 

te a 4 Aata F sts 
MFR AGH r So APRA ee Py CAYA ATE. Ea RE BE HP -组 5 
PREG ste egorgie ys) WR ERE a BE ERI S PBA. RT 
了 BPRS EA R. MR AR RR. BZ RE RR Po 
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S52, 这 个 So 由 下 式 决 定 : 
Sy = aya dat, + aag 十 faya + ays- 
以 上 过 程 就 类 似 地 反复 进行 下 去 ,直到 我 完全 和 辅 对 为 止 . 
很 明显 ,只 要 经 过 上 王 步 , 我 手头 就 有 五 个 未 知 数 @ azs da dasa 
的 无 个 方程 ,从 而 可 以 把 它们 求 上 本来. 因此 ,这 个 游戏 绝对 不 需要 超 
出 五 步 . 
当然 ,我 的 主要 目的 是 步 数 越 少 越 好 . 马丁, 你 相信 个 相信 :我 只 
要 用 四 步 就 能 猜 对 ? 用 二 南 就 能 办 得 到 ? 二 步 也 行 ? 老实 告诉 你 , E 
实 工 只 要 - - LMT: 
由 于 我 知道 你 选 定 的 任 -数字 都 小 于 100, 因 此 我 内 定 的 第 一 
SIF ECO, 10°, 108, 10° 1) ,这 必 将 导致 你 去 计算 
S, = 1000000000; + 1000000w 十 10000a; + 100a: + a, 
i Bee RA A ET. A OA EB A RUE 
暴露 无 遗 - 例如 
(a) 92) 450,545) = (17,68.5,42,8) 
Wj S, = 1768054208 ,就 是 那么 回 事 . 


前 ”个 正 整数 


人 们 熟知 并 易于 建立 如 下 等 式 
1 十 2 十 … 十 二 一 


然而 布 赖 汉 姆 。 扬 格 (Brigham Young) 大 学 的 唐纳德 。 斯 诺 (Donaid 
Snow) 却 采用 一 种 与 众 不 同 的 办 法 来 得 出 这 一 结果 . 
设 


a(n + 1) 
= pe 


Si) =l 二 2 十 … +2, 
Som) = 1 + Bi qe H Re, 
则 
San + m) = + 2p + atm)? 
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SOE} Bb pm) + GE D+ Cb 2b oe + (+ my? 
=Sp(n) + GÈ A 2r H VY + CF dn H 24) bo 
+ (nr? + 2ma — m?) : 
=S) + ma? + QC + 2+ ve $m) + CEH 2? 4 ee + mm) 
=Sy(n)} -+ mr? 4- 228,Cm) + Sim). 
fall Sala Hm) = Sn) + 826m) + 2208, Gm) + mn, 
Hin Efm, BAT 
Sm +H ay = Saan) + Sa) + 2mS,(n) 十 wm. 
E PER SC + m) = Sen + a) ,上 式 可 立即 化 简 为 
2n8,(m) 十 mn? = 2m8,(n) 4- nm’. 
HE SC) =1,4 ome 
2n + = 2S, lar) + r, 
是 我 们 的 公式 six) =" + Pd eee, T K: 
对 于 下 而 的 特殊 关 u o 
证 2 十 3 十 … 一 7， 
我 从 未 平息 过 自 AS. AERA REI. BAS + RBH 
(Roger Eggleton) 给 出 了 这 -关系 式 的 几何 解释 . 

由 于 上 个 边 长 为 过 的 正方 形 和 面积 之 和 是 = URINE - 
Fg EV a PCR) 个 边 长 为 1 的 正方 形 ,2 个 边 长 为 2 的 止 
方形 ,3 个 边 医 为 3 的 正方形,……,n 个 边 长 为 4 的 正方 形 , 则 这 些 
正方 形 的 面积 总 和 就 是 上 -2 二 对 十 十 全 .我 们 将 力图 在 这 些 
ESERI Re PRET HE JES EWE IEA BS RA 

BA CLE 2). Be a PLES SER ES YT 
Me 2,4.6,-° KA RE A RI AIR AB Pe 
PBID ZAR CS HAR 的 部 分 )-. 

AK GR EB uf BEAR ATE IR REA DEST. A ER i, SR AY BB 
正方 形 与 室 缺 的 那个 工 方形 正好 相等 . 这 祥 就 得 出 了 结论 :总 面积 等 
于 边 长 为 (1 十 2 十 … 十 zx 的 正方 形 之 面积 ， 
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IRA © [EJ TE Herb Shank) 的 送 牛奶 路 线 


1974 年 年 中 ,我 的 同事 赫 柏 .向 克 在 图 论 领 域 中 得 出 一 个 颇 不 
寻常 的 发 现 ,我 将 叙述 他 的 结果 但 略 去 其 证 明 . 为 了 避免 卷 人 对 些 
图 论 专门 术语 作出 ad 让 :我 们 把 自己 局 限 在 通常 的 几何 圈子 
里 . 这 拌和 做 ,定理 将 不 以 其 最 一 般 的 形式 出 现 . 9 TSE HP 
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we 


Too Ws S 


se 


允许 我 对 熟悉 简单 图 论 知识 的 读者 使 用 下 列 简 单 语句， 
我 们 的 故事 将 反 “个 具有 奇数 个 生成 树 的 任意 平面 欧 

拉 图 开始 . 

设 有 一 个 平面 构 形 4, 它 是 通过 一 点 而 把 各 个 多 边 形 联结 起 来 . 
你 可 以 随心 所 欲 地 使 用 任意 个 多 边 形 ,甚至 一 个 多 边 形 可 以 位 于 另 
一 多 边 形 的 内 部 . 我 们 只 需 注意 下 列 三 项 要 求 必 须 得 到 满足 ， 

1. 任 一 多 边 形 必须 具有 奇数 条 边 ， 

2， 任 意 两 条 边 都 不 准 交错 ， 

3， 所 有 的 多 边 形 都 不 允许 在 一 个 以 上 的 顶点 互相 联结 (这 样 可 
以 避免 产生 多 边 形 的 “ 环 赚 ”). 


rar ee I EE I RI RR Hs nm e 


现在 ,把 平 曾 图 F 的 各 个 区 域 进行 着 色 , 交 蔡 弛 使 用 红色 与 章 

RE. 其 原则 是 :具有 一 条 共同 边界 的 两 个 区 域 应 当 具 有 不 同 颜色 . 
- 面 的 三 项 要 求 将 能 保证 这 样 :种 着 色 方 案 是 永 还 做 得 到 的 . 为 了 

使 我 们 的 例题 尽 可 能 保持 简单 , 计 我 们 用 两 个 二 角形 与 一 个 瑟 这 红 
ELA CULES) 3). 让 我 们 分 别 几 字母 代表 红色 ,代表 草绿 色 . 

然后 ,将 要 通过 添加 - 些 附 加 的 边 来 修饰 原来 的 图 形 . 对 地 中 
的 任 一 对 顶点 均 开 作 附加 过 ,只 和 要 满足 下 列 条 件 :任意 两 条 边 都 个 准 
自身 交错 或 者 与 忆 中 原 在 鸣 边 交错 (为 此 ,甚至 不 惜 引入 复 边 : 划 在 
已 有 一 条 这 相连 接 的 两 个 预 点 之 疗 册 画 一 条 了 边 》 经 过 修饰 后 的 图 由 
fig CCP 4). 

iat F Sides M E PUI PRAT IE 

1. EG 0 Be PSR RA Pr ci PT. TORR AY EB idl 
是 如 比 : 

2， 对 笠 的 阿 个 相 邻 过 域 的 页 名 用 一 条 边 提 联 . 使 之 穿 过 区 威 
的 不同 达 翼 ;换言之 ,对 构成 共 反 边界 的 任 :- 条 边 玫 订 穷 插 - 一 条 边 
CHEE) C LJA] 59. 

最 后 .我 们 对 图 H RY ETS MUA ARRIE E TJR RAI OT. k AE 
RTA RA RA ECS] 6. 
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现在 ,我 们 有 了 一 个 带 有 标号 的 图 A PERERA ST 

什么 不 同 的 选择 , 它 必然 具有 下 面 的 显著 特性 : 
从 图 中 任 一 顶点 FF 出 发 ,以 它 为 起 点 , 沿 着 任 一 条 边 

行进 ,你 定 将 发 现 , 当 重新 回 到 上 时 ,每 条 边 都 将 走 过 两 

次 ,而 且 是 每 个 方向 都 各 -次 . 另外 ,在 标 有 吕 的 顶点 处 必 

AARG ,在 标 有 并 的 项 点 处 必 为 左 转弯 . 

这 样 的 - -种 巡回 路 线 叮 以 通过 标 有 数字 篇 头 的 有 向 图 加 以 说 
HO, 警 如 说 ,我 们 可 以 得 到 十 面 的 图 形 一 一 图 7. 


图 ? 
W m T ER? 


RE RMT PMS AAH ER O- m EAA E 
FARE a EM HE” e A. E AIT, 
人 们 所 使 用 的 唯 -- 手 段 ;似乎 只 有 一 种 直截了当 的 试探 消去 法 . 然 
而 ,有 些 问 题 却 有 着 非常 巧妙 的 解法 . 例如 下 向 的 问题 ; 

在 6 个 男孩 中 ,已 知 有 2 人 丛 了 苹果 ,但 窜 竟 是 谁 价 的 


O PRIE: MEK ATO ARIF. 
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E? AB RAS BHAI.” BIH AR A 

汤姆 , "唐纳德 却说 是 “汤姆 与 查理 ”乔治 的 说 法 是 “ 哈 刺 与 

SR SWRA Beh AL”. 汤姆 避 开 了 , 技 不 到 

他 ,因此 也 ,不 知道 他 要 说 些 件 么 . 在 四 个 孩子 的 回答 中 部 正 

确 地 指明 了 一 个 人 是 小 芥 , 面 另 一 个 人 是 不 对 的 . 然而 第 五 

PORT HARM Rt Kio LMR. 请 同 ,究竟 谁 丛 了 和 革 

果 ? 
本 题 不 无 族人 之 处 :汤姆 找 不 到 了 ,有 一 个 人 说 谎 . 在 我 所 写 的 ?数学 
中 的 巧 智 3 一 书 中 对 此 问题 给 了 一 个 比较 复杂 的 解法 . 近来 ,我 的 好 
朋友 与 同事 司 各 特 ， 范 土 通 (Scott Vanstone) 告 诉 我 下 向 的 巧妙 解 
法 , 它 把 整个 间 题 转化 为 个 简单 的 图 论 问题 , 利用 约 粉 * 阿 纽 列 斯 
(Jahn Annulis) (位 于 Monticello 市 的 阿 肯 萨 斯 大 学 ) 的 观 宕 ,问题 的 
解法 简直 可 以 说 是 清澈 见 底 的 . 

设 有 一 -个 图 (图 8) ,网 上 每 个 顶点 表示 AARC 代表 查理 ,G 
代表 乔治 .以 此 类 推 ) ,被 提 到 和 名 字 的 .对 男孩 ,其 相应 硕 点 用 一 条 边 


C 


相 联 !( 例 如 CO 边 反 映 哈 利 的 话 , 如 此 等 等 ). AEE. BRO RA 
之 外 ,图 中 所 有 各 边 都 有 一 个 端点 指向 小 偷 , 而 那 条 例外 的 边 则 由 于 
反映 的 是 存心 撒谎 者 的 话 , 所 以 没有 任何 端点 指明 小 偷 . 这 就 是 说 、 
这 两 个 顶点 ,一 -共有 4 次 被 作为 端点 来 考虑 . (四 条 边 中 ,每 边 备 有 | 
O 译 者 注 : RESTART ALHAMBRA. 
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个 ,第 五 条 边 则 一 个 都 没有 ). 我 们 还 应 注意 到 ,表示 两 个 小 偷 的 顶点 
之 闻 是 不 应 当 有 线段 相连 接 的 @. 于 是 从 图 中 立即 可 以 看 到 ,小 偷 只 
能 是 查理 与 往 姆 士 (C Wy). 


We HES FR (Chvátal) 的 艺术 画廊 定理 


ERE TOF RR Fe IDH ,第 十 一 章 的 标题 是 “ 克 伐 塔 尔 的 艺术 
画廊 定理 ”, 它 涉及 到 一 个 画廊 中 名 画 的 防 窃 问 题 . 我 们 知道 ,博物 馆 
SERHHRZ, WEE EREA SEEREN RES 
落 . 要 在 每 个 死角 里 都 有 一 只 眼睛 牢 牢 采 着 . 确 非 易 囊 . 本 问题 就 是 
要 决定 出 监视 整个 建筑 物 所 必需 的 最 低 限 上 度 的 保 二 人员 . 这 些 监 视 
者 应 安插 在 固定 位 置 ,但 他 们 可 以 在 那 吕 自由 转身 . 画廊 各 处 的 墙壁 
假定 都 为 直线 形状 . FEAR HE A HE» WREE n CH ERE 
面 图 是 图 9 那样 的 * 边 形 ) ,那么 ,不 论 其 形状 何等 不 规则 ,最 低 限 
度 的 警卫 人 员 不 需要 超过 5 村], 也 就 是 二 的 整数 部 分 . 在 《数学 瑰宝 
- 书 中 有 他 的 证 明 , 现在 我 想 提出 这 一 定理 的 一 种 新 证 法 . 克 伐 

塔 尔 的 分 析 无 疑 是 属于 第 - 流 的 , 但 是 , 以 下 由 波多 温 (Bowdoin) 学 


O 译 者 注册 个 八 丛 之 间 不 应 有 短线 相连 ,否则 将 意味 着 总 有 -个 孩 了 讲 了 真 话 , 而 
在 是 半 对 半 错 了 、 
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院 的 斯 蒂 弗 - 斐 斯 克 (Steve Fisk) 的 证 法 则 要 简单 得 多 . 

首先 ,在 画廊 内 部 引 -- 些 互 不 相交 的 对 角 线 ,将 它 分 成 若干 个 三 
角形 (图 10). 其 次 ,把 画廊 平面 图 的 各 个 顶点 分 别 着 色 ,其 原则 是 ， 
图 中 由 一 条 边 相 连 的 两 个 端点 必须 使 用 不 同 颜色 . 只 须 简 单 地 运用 
数学 归纳 法 即 可 证 明 三 种 颜色 即 已 够 用 . 因为 ,对 一 3, 整 个 图 形 仅 
不 过 是 一 个 简单 的 三 角形 ,显然 三 种 颜色 是 足够 的 . 现在 假设 对 -个 
已 经 分 划 成 若干 个 三 角形 的 .有 着 * 条 边 的 画廊 (rn 之 3), 三 色 已 经 够 
用 ,而 我 们 手头 的 -个 画廊 6 却 具有 十 1 Hit. 

显然 ,总 是 可 以 引 一 条 对 和 角 线 (46) ,使 它 能 从 6 中 割 出 一 个 三 
角形 (48C) 来 . 根据 归纳 法 假设 ,G 中 去 掉 三 角形 ABC 所 剩 下 来 的 ， 
已 经 三 角 化 了 的 图 形 G' 必 可 分 别 用 三 种 颜色 来 着 色 ,使 之 满足 任意 
两 个 相 邻 顶点 其 有 不 同 颜色 的 要 求 . 由 于 在 4.8 两 点 只 使 用 了 三 种 
颜色 中 的 两 种 ,下 余 的 一 种 颜色 必 可 用 于 C 的 着 色 . 这 样 一 来 ,就 成 
功 地 证 明了 三 色 方 案 定 可 推广 及 于 三 角 化 的 画 麻 6 本 身 . FER 
照 数 学 归纳 法 ,在 一 切 场合 下 ,三 色 都 够 用 了 . 证 明 完毕 . 


设想 我 们 的 画廊 的 所 有 项 点 都 已 用 三 种 颜色 a,5,c 适当 地 分 别 
着 色 完毕 ,既然 总 共 只 有 半 个 顶点 ,所 以 任何 -种 颜色 的 使 用 都 不 可 
能 超过 -3 次 ,其 中 用 得 最 少 的 一 种 颜色 (不 妨 人 很 定 是 六 ,只 能 出 现 m 
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ae 
KLE ms. LOR mE 个 整数 ,这 就 等 于 是 说 ms. 

BRL ER} = AE POLS PRA, TET 
角形 的 顶点 者 必须 是 abe TAER. 显然 .在 涂 有 4b 色 的 顶点 处 的 
秽 卫 员 从 那里 能 洞察 整个 三 角形 的 动静 ,于 是 ,在 着 上 纪 色 的 mn 个 顶 
点 处 的 m 个 警卫 员 就 能 察看 所 有 的 二 角形 ,也 就 等 于 是 说 ,控制 束 
个 画廊 - 


现存 请 看 下面 引 人 注 HH 的 问 要 , 据 我 所 知 , 它 米 白 俯 旨 的 尊 汁 覃 
BE ROE RH BOK < M AL 24 (Laszlo Lovász). 

在 PARSE bE SA A TTS ts eae eee neo BED IT 
TEAR RG GER RNOR SPR EP E 
ROGET AE D. LEEG. EE A Bz [iT 4} Fiz. 


图 11 


总 存在 着 那么 一 个 加 铀 站 ,使 得 - 辆 汽车 可 以 在 孝 里 起 鸳 , 然 后尘 途 
加 油 , 循 着 整个 驰 道 正好 号 一 网. 
下 述 解法 由 迪 安 -. BRS (Dean Hoffman) (Auburn 大 学 } 提 供 ， 
他 是 从 洛 瓦 兹 本 人 那里 直接 学 来 的 ， 
设想 一 辆 汽车 带 足 额外 汽油 ,从 驰 道 上 的 任意 一 点 出 发 作 试 距 ， 
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由 于 所 需要 的 汽油 总 量 正 好 等 于 在 沿途 各 加 油 站 所 供给 的 汽油 总 
基 , 因 此 在 一 圈 结 束 时 ,汽车 的 剩 油 量 恰好 等 于 开始 时 所 带 的 汽油 
量 . 现在 ,让 我 们 在 汽车 行驶 过 程 中 紧 紧 采 住 滑 量 仪表 ,我 们 注意 到 
当 汽 车 抵达 加 油 站 z; 时 ,仪表 读数 在 整个 行程 中 最 低 , 设 其 时 的 读 
数 是 d 加 仓 . 因此 ,在 整个 行驶 过 程 中 ,我 们 总 是 带 了 过 剩 的 4 加仑 
油 , 这 些 油 量 是 从 来 不 用 的 . 很 明显 ,如 果 把 这 4 加 仑 油 放 在 家 里 不 
带 出 去 ,一 切 都 将 照常 进行 . 不 带 这 些 不 需要 的 油 ,我 们 将 会 在 油箱 
开始 空空 如 也 的 时 候 正 好 赶 到 * 这 一 加 油 站 ,而 这 一 情况 同 我 们 在 
加 油 站 x 开始 起 跑 是 完全 一 样 的 ,以 z; 为 起 点 , 油 量 计 的 读数 将 水 
远 不 至 于 在 0 点 之 下 ,因为 在 试 跑 过 程 中 它 的 读数 水 不 会 在 4 加 仓 
之 下 . 


格 点 立方 体 


三 个 坐标 都 是 整数 的 三 维 空间 的 点 (xz,y,z) 称 为 格 点 . 这 种 情况 
将 发 生 于 用 - :个 单位 立方 体 的 各 个 顶点 去 度量 被 平面 + 二 a,y 一 6,z 
=c 所 分 割 的 空间 ,此 处 ,bc MEM. 显然 ,存在 着 无 限 多 立方 
体 , 它 们 的 8 个 顶点 全 是 格 点 ,而 且 其 各 个 面 都 平行 于 坐标 平面 . 这 
种 立方 体 的 边 长 显然 是 一 个 整数 . 

还 有 许多 立方 体 , 它 们 的 顶点 昌 为 格 点 ,可 是 却 没有 摆 在 “标准 ” 
位 置 ,而 是 焉 斜 地 坐落 着 (对 格子 的 框架 而 言 ). 我 们 中 间 大 概 很 少 有 
人 会 具备 这 种 “ 先 见 之 明 ”, 对 下 列 包 罗 . - 切 的 结论 毫 不 感到 惊讶 的 - 
这 一 结论 如 下 : 

所 有 顶点 都 是 格 点 的 立方 体 ORAR * 恒 为 整数 ， 

由 于 格子 中 究竟 取 哪 一 点 作为 坐标 原点 都 属 无 关 紧 要 ,于 是 我 
(TTR 的 住 一 点 作为 原点 0. 设 从 0 发 射出 去 的 三 条 边 止 于 顶点 
Vn rg3933)， 由 于 边 长 有 基 s; 所 以 立方 体 C 
的 体积 了 一 s?. 有 一 个 大 学 低 年 级 学 生 熟 知 的 公式 , 它 把 立方 体 的 体 
积 通 过 顶点 坐标 来 表 出 ,如 适当 选取 符号 , 即 有 
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由 于 这 些 数 全 是 整数 ,所 以 体积 了 也 必须 是 整数 ， 
即 


s 是 一 整数 ， 
可 是 边 OV, 之 长 是 
s = [j= Ja te +a = /—-FER 
于 是 可 知 8? wE- TRER. 这 样 ,s 本 身 就 非 有 理 数 不 可 : 


3 


s= = AER. 
得 正如 我 们 刚才 所 看 到 的 , s 一 一 个 整数 . 如 果 一 个 整数 的 平方 
浸 不 是 无 理 数 的 请 , 那 它 个 仅 是 有 理 数 ,而 且 必 是 整数 . 由 此 可 见 ,* 
是 - 整数- 
以 上 结果 可 用 一 种 阅 铺 直 氢 的 方式 推广 到 ” 维 空间 的 超 立 方 
BAY n EER 
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O mA + T + 43 Fe (William T. Laascr) 
O #4 : #44 H (Lyle Ramshaw) 


Bn EIN, AAPEA baria iaat odeia ba: -a DIR toe i 


摘 要 


本 文 研究 了 转台 问题 的 下 列 推 广 :人 台子 的 形状 是 一 个 正 * WH, 
在 它 的 每 一 只 角 上 有 着 一 个 凹 坑 , 里面 有 一 只 直立 或 者 倒 放 的 玻 现 
M- 游戏 者 具有 上 个 探 手 . 我 们 的 问题 是 :对 于 任意 的 上 与 ,是 机 存 
在 着 一 -种 办 法 ,使 得 经 过 有 限 步 之 后 ,足以 保证 铃声 大 作 . 在 这 篇 文 
章 里 ,我 们 将 会 看 到 , 当 且 仅 当 参数 与 4 满足 下列 不 等 式 


ki ( = 二 Cp 是 4 的 最 大 素 因子 ) 
时 ,这 种 办 法 确实 存在 . 


在 1979 年 2 月 号 《科学 美国 人 ;数学 游戏 专栏 里 ,马丁 加 德 纳 
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提出 了 下 列 转台 问题 : 

我 要 开始 讲 一 个 来 路 不 明 而 非常 讨 人 喜欢 的 新 鲜 组 合 
问题 , 它 是 多 伦 多 的 罗伯特 - 塔 沛 (Robert Tappay) 告 诉 我 
的 ,他 相信 这 个 问题 来 自 苏联 

设 有 一 只 方 桌 子 , 它 可 以 绕 着 其 中 心 转 动 在 每 只 角 上 
有 一 个 很 深 的 止境 ,其 底部 放 着 - -只 直立 或 倒立 的 玻璃 杯 . 
不 准 你 用 眼睛 去 看 ,位 是 你 可 以 用 手 去 触摸 酒杯 以 弄 清楚 
它们 的 放置 方式 ， 

游戏 的 一 步 可 以 定义 如 下 : 转 一 转台 子 , 当 它 停 下 来 的 
时 候 , 伸 出 你 的 双手 , 摸 进 两 个 不 相同 的 是 坑 , 尔 可 以 调整 
玻璃 杯 的 摆 放 方式 .高 兴 怎 么 做 就 怎么 做 . 也 就 是 说 ,你 可 
以 保持 玻璃 标的 原状 ,改变 -只 或 两 只 玻璃 杯 的 所 法 ， 

现在 ,你 可 以 转动 台子 ,重复 以 上 过 程 ,作为 你 的 第 二 
bate. 半 台 子 停止 转动 时 ,是 没有 办 法 区 别 它 的 每 只 角 
的 ,再 而 你 只 可 能 有 两 种 选择 ;要 末 是 你 用 双手 摸 进 互 为 对 
ARRA RMN ,要 本 是 相 邻 的 两 只 . 游戏 的 目标 是 要 使 四 
只 玻璃 杯 按 辣 样 方式 放置 :或 者 全 是 止 放 ; 或 者 爹 是 倒立 ， 

-县 做 庆 了 这 一 点 .铃声 就 响起 来 . 

并 始 时 ,四 只 周 坑 里 的 痰 璃 杯 是 任意 放 办 的 ,如 果 它 们 
的 上 下 摆 法 恰巧 相同 ,那么 铃声 就 会 屈 时 响起 .什么 步 红 都 
不 必 有 采取, 游戏 任务 即 已 宣告 完成 . 因此, 我们 可 以 假定 ,在 
站 冶 时 ,玻璃 杯 许 不是 按 辐 样 方 式 摆 放 的 . 

有 没有 一 促 具 法 ,是 以 保证 艳 有 限 步 数 内 必 司 合 得 铃 
HA EO. 在 他 们 相 晓 地 息 考 了 一 下 这 个 间 题 之 后 ,许多 人 
下 红 论 说 这 种 办 法 足 不 存在 的 .他 们 的 恨 据 是 , 蕊 是 一 个 概 
REA. 如 果 运 气 林 伟 : 人 们 将 会 无 赴 境 地 齐 复 其 步 数 市 这 
无 所 获 . 然而 ,实际 并 不 如 此 . 在 不 超过 7 步 正 确 动 作 之 后 ， 


O FEE 在 俄 文 文献 中 术 找 到 此 问题 ， 
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a nt ee eee ce 


手 从 凹 坑 中 茹 回 之 前 ,标志 成 功 的 铃声 仍然 是 不 


人 们 一 定 有 把 握 使 稚 声 震 响 . 那么 ,x 的 最 小 值 应 是 多 少 ? 
要 采取 和 何 种 步骤 以 使 得 铃声 在 步 或 更 少 的 步 数 内 响起 
来 ? 本 

设 有 一 张 仅 有 两 只 角 的 桌子 ,因而 它 一 共 也 只 有 两 个 
MIHE. 在 此 种 情况 下 ,一步 动作 即 足 以 使 铃声 大 作 . 如 果 有 
三 个 凹 坑 ( 它 们 位 于 正三 角形 桌子 的 三 个 角 上 ), 则 下 面 的 

”两 步 动作 即 已 足够 ， 

1 用 和 手 探查 任 一 对 周 坑 ,如 果 两 只 性 璃 杯 是 按 同 样 方 
式 押 放 的 , 那 就 都 加 以 其 倒 ,这 时 就 会 响起 铃声 . 如 果 它 们 
的 摆 放 方式 不 同 ， 则 把 那 只 面 朝 下 的 玻璃 杯 千 以 颠倒 ,如 果 
此 时 铃声 不 响 , 则 可 继续 艇 第 二 步 . 

2. 转动 身子 ,并 用 手 探查 任 一 对 问 坑 ， 如 果 两 只 杯子 
都 是 朝 上 的 , 则 把 它们 都 加 以 颠倒 ,此 时 铃声 就 会 响起 来 . 
如 果 它 们 摆 法 不 同 , 则 把 面 朝 下 的 那 只 杯子 颠 全, 则 铃声 就 
会 响起 来 . 

虽然 有 着 4 只 冲 坑 与 4 只 玻璃 杯 的 本 问题 可 以 在 有 限 
步 数 内 得 到 解决 . 然而 ,如 有 5 只 或 更 多 的 杯子 (它们 分 别 
位 于 五 边 形 或 边 数 更 多 的 多 边 形 之 角 上 》, 却 不 存在 一 种 办 
法 能 够 足以 保证 在 * 步 内 解决 问题 . 在 下 一 个 月 的 本 专栏 
上 ， 我 将 给 出 有 4 只 杯子 的 本 问题 解法 ， 并 将 讨论 由 罗 纳 
德 *L， 格 苦 汉 姆 (RonaidL. Graham) 45 + GH RR 
(Persi Diaconis) 所 作 的 若干 推广 . 


还 有 ,若干 细节 有 必要 加 以 澄清 , 即 有 关 游 戏 者 所 采取 的 步骤 怎 
样 才 算是 合法 的 问题 首先 ,在 动手 之 前 ,游戏 者 必须 明确 宣布 她 要 
动手 摸索 的 四 坑 究竟 是 哪 两 个 . 如 果 她 先 去 神 一 个 坑 ,然后 根据 所 横 


索 到 的 结果 再 来 决定 要 摸 的 另 一 个 坑 , 这 祥 的 做 法 是 不 允许 的 . 其 


次 , 当 她 进行 了 摸索 并 将 玻 瑞 标的 放 法 作 了 某 种 变动 以 后 ,在 她 把 双 


会 响 的. 这 就 是 说 ， 


下 列 动作 被 认为 “不 合法 ”: 游 戏 者 用 她 的 手 在 贴 坑内 把 玻璃 杯 摆 来 
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摆 去 ,企图 在 至 少 一 种 扎 法 上 听 到 铃声 . 

在 1979 年 3 月 导 《 科 学 美国 人 3) 淋 志 马 J ， 加 德 纳 的 专栏 上 ,有 着 
四 个 坑 与 四 只 玻璃 杯 的 本 问题 解法 已 经 给 出 ,最 多 五 步 ,铃声 便 响 . 
如 果 读 者 对 转台 问题 尚 不 熟悉 ,我 们 鼓励 他 自己 去 重建 这 个 解法 . 

1979 年 3 月 号 的 专栏 也 提 到 了 由 罗 纳 德 'C* 格 兰 汉 姆 与 珀 西 * 
迪 康 尼斯 所 建议 的 转台 向 题 的 两 种 推广 . 他们 首先 建议 游戏 者 可 以 
多 于 双手 9. 对 于 参数 下 与 %, 我 们 可 以 设想 一 个 具有 上 只 触手 的 游 
戏 者 ,一 张 正 ” 边 形 的 转台 ,以 及 相应 的 > 只 角 、 四 坑 与 玻璃 杯 - 我 们 
的 问题 是 要 发 现 一 种 办 法 ,足以 保 证 在 有 限 步 之 内 使 铃声 哆 响 ,或 者 
从 反面 证 明 不 存在 这 样 的 办 法 . 格 兰 汉 姆 与 虽 康 尼斯 也 建议 对 本 问 
题 作 另 一 种 方式 的 推广 :不 用 玻璃 杯 ,而 代 之 以 具有 两 种 以 上 位 置 的 
物体 . 其 他 有 趣 推广 法 也 还 是 存在 的 ,例如 斯 科 特 。 金 (Scott Kim) 曾 
考虑 不 用 方 党 :而 改 用 对 称 性 更 为 丰富 得 多 的 ,例如 ,立方 体形 状 的 
RT. . 

本 文 专门 讨论 这 些 推广 中 的 第 一 种 . 特别 ,我 们 将 对 4 之 2 定义 
负数 了 (wn) 以 表示 相应 的 最 小 正 整 琢 ,使 得 有 4 只 触手 的 游戏 者 在 
面 对 正 x 边 形 转 桌 与 2 状态 的 玻璃 杯 时 ,存在 一 个 有 限 的 过 程 , 足 
以 保证 使 铃声 鸭 响 . 我 们 的 目标 是 要 决定 函数 了 的 值 . 

有 关 转 台 间 题 的 一 些 游戏 规则 相当 微妙 ,很 难说 它们 已 得 到 了 
完全 确切 的 说 明 . 读者 们 不 妨 回 忆 一 下 ,在 上 面 ,我 们 曾经 被 迫 停顿 ， 
以 淤 清 若干 细节 . 它 要 求 我 们 必须 把 问题 叙述 得 更 形式 化 ,因为 ,更 
形式 化 的 描述 将 是 更 为 准确 的 .我 们 将 把 本 问题 草 行 叙述 为 一 种 非 
对 称 的 两 人 博弈 ,其 局 中 人 是 游戏 者 与 转台 ,并 涉及 圆 形 字符 集 的 处 
理 . 

在 本 文中 凡是 谈 到 多 边 形 ,我们 都 是 指 那 种 可 以 围绕 其 中 心 进 
行 自 由 转动 的 正 多 边 形 ,但 是 不 能 上 下 翻转 - 在 这 种 理解 之 下 ,我 们 


O RAE: 可 多 二 双手 ,这 当然 不 是 指 生 理 意义 . 以 下 ,为 区 别 起 见 , 我 们 将 使 用 * 甬 
手 "这 一 名 词 . 
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来 定义 长 度 为 + 的 图 , 它 是 正 # 边 形 顶 点 的 一 组 标号 -长 % 的 圈 与 长 
n 的 字符 哩 颇 为 类 似 , 然 而 圈 中 字符 的 圆 形 轮换 都 被 认为 仍然 是 这 
个 图 . 对 于 特定 的 圈 , 既 可 用 图 形 也 可 用 括号 来 标明 . 在 括号 中 ,可 以 
团 中 的 任 一 点 作为 起 点 ,并 按 顺 时 针 方 向 相继 记 下 其 他 各 点 - 例如 ， 
图 1 中 长 度 为 6 的 圈 既 可 记 作 ‘0100t1), 也 可 记 作 100110;, 此 外 还 
有 另外 四 种 记 法 . 然而 :101100} 则 表示 另 一 不 同 的 轿 . 


0 
l 1 
1 0 
0 
图 1 
一 个 长 度 为 6 HE- 


在 某 - 时 刻 , 瞻 坑 中 玻璃 标的 即时 状态 对 应 于 由 字母 人 42: 引 组 成 
KEK AAE BR LS Bee Ad PB RAR IE 
放 与 倒置 状态 : 转台 游戏 的 第 … 步 是 由 局 中 人 “转台 ”一方 所 作 步 的. 
特别 地 ,转台 …… 方 适 过 选取 ”di 上 的 一 个 圈 作 为 玻璃 标的 初始 状 
Bs. 我 们 把 这 种 状态 记 为 号- 

现在 该 轮 到 游戏 者 的 第 - 步 动 作 , 她 必须 公开 宣布 她 的 试探 角 
手 对 转台 的 图形 妇 醒 .我们 将 称 这 种 安排 为 探查 模式 - 形式 地 讲 , 探 
ERAR FPE hee AURI- PA Bas Mh RR ME” E 
FLUE EREET og MU Ae SED”. A ERR FAR E 
行 甬 摸 的 位 图 . a GPR AU PERI E AT. APS A KI E RY 
Ht eR AR A k AEE RIERA PRE Pr 

接 下 来 又 是 转台 的 动作 . EAE 5 与 P 重 下 的 4 种 可 能 方式 
中 选取 其 … 这 种 选择 即 意味 着 转台 的 旋转 . 在 转台 一 上 方 作 了 这 一 选 
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择 之 后 ,游戏 者 即 被 告知 ,在 探查 模式 六 中 每 一 个 大 的 位 置 ,状态 
Si 中 的 对 应 记号 究竟 是 4 还 是 4- 于 是 ,游戏 者 可 将 测试 位 置 上 的 仁 
意 一 个 ,或 者 所 有 的 z 变 作 ,反之 也 可 将 z 变 作 .这样 改变 的 结果 
就 定义 了 转台 的 下 一 个 状态 , 它 是 字母 fu,d)} LAM S 如 果 一 个 图 
PY TAS BE ee REEE ,我 们 就 把 圈 的 这 种 状态 称 为 单纯 
的 , 如 果 状 态 S: 是 单纯 的 ,铃声 就 会 鸣 响 ,而 游戏 者 在 - -次 试探 中 就 
wT. 

按 这 样 的 方式 ,游戏 可 反复 进行 下 去 . 设 我 们 刚刚 确定 了 一 个 非 
单纯 状态 5., 于 是 游戏 者 采用 了 茶 一 探查 模式 P.; 转 人 台 决 定 S Ej P 
如 何 重合 ,游戏 者 被 告知 与 5; 中 相对 应 的 8; 的 位 置 上 的 情况 , 然 
后 游戏 者 决定 这 些 位 置 的 新 情况 ,由 其 决策 决定 了 一 个 新 的 状态 
Sir 如 果 Sy 是 单纯 的 , 则 了 响声 就 啊 , 而 游戏 者 被 认为 在 ;次 探查 
中 获胜 . 转台 -- 方 的 目标 是 险 挠 游戏 者 取胜 ,如 果 本 游戏 永远 继续 下 
去 .没完 没 了 ,我 们 就 认为 转台 获胜 .请 回忆 一 下 ,我 们 是 把 了 (x) 定 
义 为 最 小 的 不 整数 +, 它 能 使 游戏 者 通过 个 触手 而 获胜 .如 果 * 滨 
f(a) UAT HERR A A ETE PEs OR kf) , 则 转台 -… 
方 存在 一 个 得 胜 策略 ， 

本 文 余下 部 分 是 专门 来 让 明 下 列 结 果 的 : 

定理 1 Mee. BRR FORK PAE 
质 的 最 小 整数 , 即 ftr) 只 触手 足以 使 游戏 者 赢得 转台 博 
FF. 如 果 ? 是 的 最 大 素数 因子 , 风 f(x) 的 值 将 由 下 式 给 出 


Ji) 一 (1 = <)a. 
前 人 的 工作 业已 证 明了 这 -en RRP. EMT - 
加 德 纳 在 1979 年 3 月 号 的 专栏 中 所 公布 的 , 罗 纳 德 *L. 格 兰 汉 姆 
与 珀 西 迪 康 尼斯 证 明 T.me JHAR FD =e—1 如 为 合 
数 、 则 fod Se — 2. SPAM ase, be. AE + SPLAT PR 


fab) = af]. 
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这 里 [z | 表示 把 x 取 到 不 小 于 x 的 最 小 整数 9. Bia - 伯 伊 斯 
(James Boyce) 是 猜测 到 定理 1 中 f(x) 表达 式 的 第 一 人 . 

顺便 说 一 名 ,定理 ! 有 一 个 奇妙 的 推论 :除去 z=2 的 情形 ,所 
需 的 最 少 触手 数 恒 为 偶数 . 


第 二 第 
T F 


>- ”在 本 节 中 ,我 们 将 论证 定理 1 所 给 出 的 公式 将 村 成 f(x) 值 的 - - 
个 下 界 . 特别 地 ,我 们 要 证 明 下 述 引 理 ， 
引 理 1 nk -个 之 2 的 整数 ,? 为 其 最 大 素 因子 . 

若 游 戏 者 只 限于 使 用 较 (1 = 5) 为 小 的 触手 数 , 则 在 转 

台 博 弈 中 ,台子 一 方 必 存 在 一 个 取胜 策略 . 

证 明 ”我 们 首先 注意 到 .车 4 分解 为 x=6m 的 形式 , 则 -- 个 4 边 
形 可 看 作 /个 相 异 的 .相互 穿插 的 mn 边 形 . 例如 ,由 于 6 二 2X3, 我 们 
可 以 把 六 边 形 看 成 是 一 个 David 星 形 ,如 图 2 Bea. 


vi 


2 
IERDE BE OT ae a AE- 


设 SRM "之 2 的 最 大 素数 因子 ,并 通过 关系 式 =i ET 
.实际 上 ,在 这 一 论证 中 我 们 也 可 把 p 取 作 的 任意 素数 因子 ,但 是 


O FAH: 例如 | 3. 18 1 二 4, 注 意 此 记号 同一 般 的 取 整 也 数 [xJ 有 冰 . 
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最 大 素数 因子 将 给 我 们 以 最 强 的 结果 . 如 同上 文 注意 到 的 ,转台 游戏 
的 状态 与 探查 模式 可 以 看 作 是 由 /个 相互 穿插 的 p 多 边 形 所 组 成 . 
假定 游戏 者 一 方 的 触手 数 少 于 [ 1 一 a ,我 们 的 日 标 是 要 为 台子 
一 方 找到 . -个 取胜 策略 . 基本 想法 是 对 一 切 i, 要 保证 至 少 有 一 个 构 
成 状态 S.A p 多 边 形 是 非 单纯 的 ,也 就 是 说 , 既 有 疝 上 的 本 ,也 有 
向 下 的 杯子 . 

由 十 转台 可 仁 意 选 定 状态 8, 所 以 开始 时 很 容易 使 上 述 条 件 得 
到 满足 ， 但 是 我 们 必须 证 明 ， 当 本 游戏 继续 玩 下 去 时 ,转台 这 一 方 将 
仍 能 维持 这 个 条 件 . 设 状态 各 包含- -个 非 单纯 的 5 多边 此. 选 定 - 
个 ,并 称 之 为 $i. 没 表示 游戏 者 在 第 步 动作 中 打算 要 用 土 的 汪 
探 公式 . 由 十 游戏 者 的 触手 数 少 十 | 1 一 Ahe -1) BREA PA 
i ARRAY p SiH Bb ses 形 必 Tee ARP Sg. 
选取 ER p Bits Tey Pr. lel PR HE Re BLE P 中 
Wo Pa Se OPIRE CITE MSS P 中 家 隐 的 距离 为 j 这 里 顺便 提 
一 下 ,作为 我 们 的 距离 单位 是 ,及 相 名 康 点 的 距离 看 作 在 .现在 ,让 
我 们 考虑 每 一 步 走 NT UB S 的 问题 .由 十 是 一 
个 素数 ,所 以 这 种 巡 硬 方式 将 在 返回 其 由 发 点 之 前 , 忆 历 S 的 每 一 
个 顶点 ,不 管 ;的 好 体 数值 如 何 , 都 将 如 此 . 在 巡 同 过 程 中 ,我 们 肯定 
会 遇 到 杯 - 了 朝 上 的 状态 » GAP RDAR A ,这 是 由 于 St 在 选 定时 就 
RIE MANS A. 因此 ,我 们 将 会 在 碰 到 -个 tes) d. 
天 这 意味 着 S OE AT AE ji- Aut - 

现在 我 们 已 作 好 准备 ,可 以 教 转台 这 - 人 :. 它 应 把 
E S 与 P, 如 此 结合 ,以 使 得 jp 多边形 S 与 Pr AE JPET NE 
Sr 中 距离 为 j 的 4 与 4 与 2 中 蝶 离 为 了 的 两 个 空 勿 缺口 相对 应 . 
出 于 游 戏 书 无 法 长 变 与 室 门 缺口 相对 应 的 林子 的 状态 ,因而 所 得 出 
的 状态 Siu. 将 会 全 少 包含 一 个 非 单纯 的 多边形 . 通过 这 种 手段 的 
反复 运用 ,转台 方面 将 能 对 所 有 的 i, 都 可 使 状态 & 包含 一 个 非 单纯 
的 上 多边形 .这样 一 来 ,就 构成 了 转台 的 取胜 策略 . 
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引 理 1 所 提 到 的 下 界 结 果 只 是 全 部 证 明 中 较 容 易 的 部 分 . 为 了 
党 成 定理 ! 的 证 明 , 我 们 还 有 艰难 得 多 的 土 作 要 做 ,就 是 符 触 手数 最 
少 的 游戏 者 设计 一 套 取 胜 策略 , 在 开始 从 事 这 件 任务 之 前 , 需 先 加 领 
会 :以 前 为 较 小 的 桌子 所 构筑 起 来 的 策略 可 以 作为 子 程序 ,而 在 为 更 
大 的 桌子 设计 策略 时 派 上 用 场 ， 

我 们 需要 一 个 定义 . 假定 桌子 的 大 小 可 以 分 解 国 子 为 4 二 im. 
请 回忆 一 下 .我 们 可 以 把 一 个 xz 边 形 看 作 :个 相 异 的 .下 相 穿 搬 的 六 
多 边 形 . 设 有 某 个 长 度 为 上 的 圈 代 其 有 下 列 性 质 : 构 成 它 的 都 些 亚 
边 形 全 都 是 单纯 的 . 这 样 ,7 就 必须 具有 mw 个 一 式 一 样 的 拷贝 ,其 中 
每 个 拷贝 都 具有 长 度 上 而 且 首 居 相 接地 街 接 在 一 起 . 也 就 是 说 ,对 某 
种 串 XT 必然 具有 《> 的 形状 . 我 们 将 把 这 样 糙 质 的 轿 命 名 为 完全 
mR KH FEER. 例如 -个 具有 侦 数 长 度 的 圈 可 称 为 完全 
正方 形 ,如果 任 -- 对 角 线 的 两 端 标 号 都 是 相 辣 的 话 ,这 就 意味 着 ,对 
某 个 XX 只 行 米 说 ,此 轿 具 有 (XX) 的 形状 - 其 实 , 把 一 个 长 度 为 4 的 
圈 说 成 是 -个 完全 次 宪 , 就 等 于 是 说 这 个 图 是 单纯 的 . 

设 虑 我 们 要 为 游戏 者 设计 - -个 策略 来 对 付 大 小 为 na 可 分 能 成 
因子 , 即 ”一 : mw) 的 转台 ,而且 我 们 已 处 于 :种 状态 ,此 时 转台 的 当前 
状态 3 恰好 足 一 个 完全 严 次 千 , 如 果 我 们 始终 其 有 至 少 mf A Ah 
手 , 我 们 就 能 以 一 种 很 简单 的 策略 进行 到 底 . 其 办 法 是 :只 要 照搬 - 
个 足以 对 付 大 小 为 上 的 转 卓 的 游戏 策略 就 行 ,把 一 切 事 情 者 重复 m 
UR. Afi) af PA HE BE FE BK A — PRR BY SAR. 先 取 较 小 策略 的 第 一 
个 试探 模式 ,然后 把 m AAI BREK WARR K RR  — A R 
探 模式 , 由 于 转台 的 当前 状态 5 PES me KR Ld HR TB 
游戏 者 的 mA 1() 甬 手 都 将 会 触摸 到 一 式 一 样 的 “上 ”或 “下 ”序列 . 
下 面 我 们 只 要 教 游戏 者 ,对 规模 较 小 的 转台 你 是 怎么 做 的 ,此 时 也 怎 
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么 去 敌 就 成 了 .不管 这 种 调整 究竟 如 何 , 较 大 转台 的 下 一 状态 仍 将 是 
一 个 完全 闵 深 糙 , 因 此 ,我 们 总 是 可 以 自始至终 地 继续 照搬 对 付 较 
小 转台 的 策略 . FE, ERICA E T PAS OR EH. 

引 理 2 设想 转台 游戏 的 一 方 是 一 只 大 小 为 4 的 转 

台 , 而 台子 的 当前 状态 足 某 个 能 整除 > 的 .不 小 于 2 的 整 

数 m 的 完全 mE. WEE PR OY is A a, 

它 将 保证 他 只 要 利用 mf (a/m) 个 触手 ,在 有 限 次 试探 中 使 

铃声 鸭 响 . 

在 我 们 能 够 应 用 引 理 2 以 前 ,我 们 首先 需要 迫使 转台 进入 一 -个 
完全 和 略 次 的 状态 .下 一 个 引 开 断言 确实 存在 着 处 理 这 部 分 工作 的 策 
略 而 并 不 需要 用 上 太 多 的 触手 - 

引 理 3 如 果 ?是 一 个 不 小 于 2 的 整数 "六 2 的 最 大 

素数 因子 , 则 在 规模 为 ”的 转台 游戏 中 存在 着 一 个 游戏 者 

的 策略 , 它 具 有 如 下 性 质 :全 多 利用 (1 一 L/z)?n 个 触 于 ,在 

有 限 步 中 ,要 末 使 铃声 尝 响 , 刘 末 将 迫使 转 桌 进入 某 个 完 爸 

p RRRA 

我 们 将 把 引 理 3 的 证 明 暂 时 推迟 一 下 . 现在 让 我 们 来 证 明 , 把 引 
理 1,2,3 结合 起 来 , 即 可 完成 定理 1 的 证 明 . 

定理 1 的 证 明 定理 | 断言 fID = (1 一 1/p)w KB p Ba 
MARMASSE 1: 我 们 得 知 fn) Sd 一 1/p)a ,余下 来 的 .上 
作 是 要 证 肝 FO) 过 O 一 1:p)x ,我 们 的 证 法 将 是 对 # 轩 归纳 法 . 也 
就 是 说 ,假定 对 一 切 规模 比 # 为 小 的 转台 , 定 塌 已 成 立 ,我 们 的 任务 
是 要 证 明 对 游戏 者 , 亿 实 存在 着 只 利用 (CE .17p2 个 般 手 的 取胜 策 
ae. 开 双 时 .我 们 可 以 先 应 再 引 弄 3 的 策略 ,这 时 ,要 末 响 起 了 和 铃声、 
要 术 追 使 转台 进入 一 个 完 件 pp 次 血 的 状态 S. Oe BRB. pS 
Pa Mtoe! 个 等 于 ?次 竺 金条 的 状态 也 必定 是 单纯 的 .十 是 ,在 
此 种 情形 下 ,来 自 引 理 3 的 策略 总 是 可 以 使 铃声 响起 ,我 们 成 坊 了 . 

男 一 方面 , 若 不 是 素数 , 则 zp 是 4 的 一 个 非 平凡 的 因数 ,因而 
可 应 用 引 理 2. 来 自理 2 的 策略 可 使 游戏 者 从 状态 8 进入 使 铃声 
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响 鸣 的 状态 . 我 们 只 需要 验证 一 下 ,这 位 游戏 人 有 足够 多 的 触手 来 实 
现 引 理 2 所 说 的 策略 就 行 . 而 这 归结 为 验证 下 面 的 不 等 式 . 
1. (1 — = a> ra. 
为 了 看 出 这 … 点 ,我 们 将 对 大 小 为 wz 的 转 桌 引用 归纳 法 假设 . 设 4 
E n/p MRKARAT WKB a 的 第 一 个 最 大 素 因 子 . 由 归纳 法 假 
设 ,我们 可 以 断定 
L\fn 


5 A 之 11 一 一 || 一 ]， 
2 fa<] alee 


由 于 9 委 ?, 所 以 不 等 式 2 ARETE 1, 所 以 我 们 的 游戏 者 上 共有 总 
够 的 触手 来 应 用 引 理 2 所 说 的 策略 . 

本 文 的 余下 篇 幅 将 专门 用 来 证 明 引 理 3. 看 来 ,这 个 证 明 将 分 为 
两 种 稍 有 不 同 的 情形 . 如 果 4 的 最 大 素数 因 症 至 少 是 3, 则 运用 -个 
名 为 上 -下 策略 的 较为 简单 的 策略 即 可 解决 问题 ,这 将 在 第 四 节 中 于 
以 说 明 . 在 第 五 节 中 ,我 们 将 叙述 * 为 2 A EET OR AY. E 
为 巧妙 的 上 - 翻 策略 . 


第 四 # 
上 -下 K 


在 本 节 中 ,我 们 将 对 -一切 不 是 2 的 整数 等 的 转台 来 证 明 引 理 3. 
为 了 对 一 般 情 形 增添 一 些 直观 想象 ,我 们 将 从 = 12 这 个 特例 出 发 . 
12 的 最 大 素数 因子 是 3. 国 此 ,对 4 二 12, 引 理 3 断言 如 下 ;存在 着 一 
个 取胜 策略 ,具有 8 只 触手 的 游戏 者 可 用 它 米 对 付 一 只 有 12 只 骨 的 
转台 ,使 铃声 震 响 或 者 迫使 转台 进入 一 个 完全 立方 的 状态 . 

4 a= 时 ,转台 撒 状 是 一 个 正 十 二 边 形 . 为 了 便于 理解 我 们 将 
设计 的 策略 , 需 将 正 十 二 边 形 看 作 两 个 不 相连 贯 的 六 边 形 ,而 每 一 个 
六 边 形 义 可 看 作 两 个 互 不 连贯 的 三 角形 , PA 3a 画 出 了 一 个 正 于 一 由 
形 , 它 的 各 个 标 上 导 码 的 顶点 就 像 是 一 只 普通 的 12 小 时 的 钟 面 . 如 
果 使 用 略 有 不 同 的 说 法 , 则 图 3a 可 以 记 为 下 述 钟 形 图 ， 
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C= (1) €2) (3) (4) 9) (8) (7) (89. (9) 10 IT C12). ) 
图 3b 则 再 次 重 绘 了 钟 形 圈 CHE EER AEEA 
边 形 与 三 角形 的 情况 . 图 3b PRT DR Rm Hh CAH ERR 
正 多 边 形 . 其 顶点 被 圈 在 和 矩形 之 中 ,每 个 矩形 的 左上 和 角 是 一 个 标号 ， 
它 给 出 了 图 在 其 中 的 顶点 个 数 . 我 们 把 这 种 图 形 称 为 结构 图 . 对 任意 
长 度 为 12 的 圈 ,我们 都 能 作出 类 似 的 结构 图 ,特别 地 说 ,在 设计 我 们 
的 取胜 策略 时 所 出 现 的 状态 与 试探 模式 也 能 这 样 做 ， 


3 
(Ca) 钟 形 圈 . 及 其 结构 图 (Cb)- 


我 们 的 策略 将 用 上 三 个 不 同 试探 模式 P,P 与 P. 图 4 画 出 了 
这 些 试探 模式 所 应 有 的 结构 图 . 模式 PL 是 利用 6 只 触手 确切 地 试探 
两 只 六 边 形 中 的 一 只 ;模式 P; 用 的 也 是 6 只 触手 ,但 却 是 在 两 只 六 
边 形 中 各 自 确切 地 试探 一 只 三 角形 ;Ps 用 的 是 8 只 触手 ,其 作用 是 
对 四 只 三 角形 中 的 每 个 三 角形 确切 地 试探 其 中 的 两 个 顶点 . 不 管 台 
子 怎样 转 法 ,我 们 所 说 的 这 些 模 式 要 去 探查 哪些 顶点 的 盘算 都 是 正 
确 有 效 的 . 我 们 并 不 知道 在 两 个 六 边 形 中 P) 倒 底 要 探查 哪 一 个 ,不 
过 它 反 正 总 是 要 探查 其 中 的 一 个 ;对 P; Pa 来 说 ,情况 也 是 如 此 . 
正 是 此 种 转动 不 变性 才 使 得 结构 图 能 派 用 场 . 

不 管 我 们 画 出 什么 样 的 结构 图 ,总 是 至 少 有 -一 个 国 对 应 于 那 种 
结构 图 ,但 也 可 能 不 止 一 种 . 在 只 与 P 的 情形 ,恰恰 只 有 …- 种 ;如 果 
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我 们 要 有 图 4 的 结构 图 的 话 ,就 必须 选择 P= (ghighghghghgh) 与 Pa— 
Cgghbgghhggich >. 但 在 Ps 的 场合 ,我们 可 以 有 几 种 选择 . 两 个 不 同 的 图 


图 4 
各 个 P; 的 结构 图 . 


(gogghhilihhdeie > "F< ghhgkbghhohh > FF > ERM SER Ps 所 应 具有 的 结构 图 ，; 
Seip GET RAT BAe BRS RAE 
它们 一 一 齐 举 出 来 . SE, BRT YL E HE oT -- 4g TE ES A 
Re AD BB YE APR BS, EP A PIRE ARR- WCB 
ERATE BER ERR A ,我 们 需要 把 记 法 推广 ,使 对 状态 
也 适用 .请 荡 忆 -一 下 ,转台 的 确切 状态 由 长 度 为 的 图 通过 字母 Tu， 
4) 米 表示 . 但 我 们 也 可 同意 使 用 记号 6, 以 表示 转台 的 部 分 信息 . 记号 
。 表 水 “任意 ”, 它 表示 在 这 个 位 团 圭 虐 可 以 杯 口 名 上 ,也 可 以 杯 串 向 
下 例如 ,转台 s 的 初始 状态 可 由 公式 SS te"} 给 出 -这 是 由 于 转台 
可 以 任意 选择 初始 状态 之 故 . 
作为 我 们 的 取胜 策略 的 前 三 个 试探 模式 ,我 们 可 以 教 游戏 者 依 


356 


计 行事 , 按 Pis Pas Ps 的 次 序 进行 探查 ,对 她 所 触摸 到 的 每 只 杯子 ,不 
管 它 原 来 的 状态 是 什么 ,部 使 之 杯 口 向 上 上. 其 效果 将 由 图 5 给 出 , 它 
显示 出 了 了 状态 S 至 状态 5 的 结构 图 . 模式 只 的 试探 将 使 :个 六 边 
形 侈 部 变 为 单纯 , 即 状 态 Sp. 模式 Ps 的 6 只 触手 将 从 每 只 六 边 形 中 
试探 -个 下 角形 ,因此 第 二 次 探查 后 将 迫使 四 个 王 角 形 中 的 第 三 T 
三 角形 也 变 作 单纯 , 即 图 中 的 状态 S- 而 模式 P 是 要 探查 每 一 只 二 
角形 中 的 两 个 巴 点 ,所 以 经 过 第 二 次 探查 后 又 将 使 留 卜 来 的 三 个 。 
中 有 两 个 变 为 杯 口 向 上 .总 之 ,在 前 = 次 探查 后 ,转台 状态 SHEE 
S= Cea"). 
tH BT RBA. TE RARD Ee POR e IMA 
” 口 向 上 的 状态 ,于 是 铃声 响起 来 了 ,游戏 者 效 得 胜利 : 此 种 情况 ,显然 
不 能 算 游 戏 者 的 本 领 , 国 此 我 们 可 以 略 去 ,而 把 注意 力 集 中 于 最 后 - 
个 e 所 代 波 的 是 - -只 杯 口 向 下 的 状态 . A RASS, 实际 上 是 s= 
(dal), 


í x 
| 6x ; 
| 3 [eee] ‘Tune | | 3: 3: 
ere uM e ew t 
$: - 5 


图 5 
Hos. 至 54 的 结构 图 . 


357 


迄今 所 讨论 的 这 部 分 策略 我 们 将 称 之 为 第 一 回合 . 第 … 回 合 的 
三 次 试探 ,其 净 效 果 是 迫使 转台 转 入 - -种 只 差 一 只 杯子 就 都 是 全 体 
杯 口 向 上 的 状态 . 我 们 将 称 这 只 孤单 的 向 下 标 子 为 例外 杯子 ,并 把 含 
有 它 的 三 角形 也 称 租 例外 的 . 

下 -- 步 将 指向 哪里 呢 ? 我 们 的 目标 是 迫使 转台 进入 ARA 
万 状态 .至 多 再 进行 三 次 试探 即 可 做 到 这 一 点 ,我 们 将 称 之 为 第 二 回 
合 的 试探 . 这 些 试探 同样 也 按 模式 Pi, Po Ps 相继 地 进行 . 首先 ,让 我 
EE PP 来 探查 54; 请 回忆 一 下 ,Pi 是 探查 两 个 六 边 形 之 一 的 . 如 果 
各 子 转 过 以 后 ,游戏 者 恰好 甬 摸 到 了 导 只 例外 的 杯子 ,于 是 他 只 费 简 
单 地 把 它 转 成 杯 口 向 二 ,铃声 就 会 震 鸣 .因此 ,我 们 不 妨 仍 然 假 定 游 
戏 着 的 邱 于 控 卓 到 的 力 是 目前 杯 口 纺 统 向 上 的 六 边 形 . 这 时 ,我 们 教 
游戏 者 把 整个 六 角形 一 律 转 为 杯 口 向 人 下 的 状态 . 结果 所 得 的 状态 Ss 
标明 在 图 6 之 中 ， 

现在 进入 第 二 回合 的 第 一 次 探查 . 请 记 住 P 的 探查 办 法 是 从 每 
一 中 六 边 形 中 检查 一 只 三 角形. 如 果 游 戏 者 触摸 到 的 三 角形 中 .有 一 
只 是 非 单纯 的 , 那 它 必 然 就 是 例外 三 角形 . 在 此 种 情形 ,我 们 只 要 教 
”游戏 者 把 例外 杯子 转 为 杯 口 向 上 ,这 样 做 了 以 后 ,就 把 所 有 的 状态 都 
变 成 单纯 , 厕 这 等 于 是 说 ,此 时 的 状态 已 经 是 一 个 完全 立方 体 了 .上 婚 
然 它 已 是 我 们 的 目标 ,我 们 就 可 以 告诉 游戏 者 ,第 二 回合 到 此 结束 ， 
下 面 一 步 可 以 竺 略 .反之 ,情况 二 能 是 ， 游 戏 者 所 摸 到 的 全 是 单纯 状 
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态 的 三 角形 ,它们 中 的 一 个 单纯 向 上 , 另 一 个 单纯 向 下 ;这 时 ,我 们 教 
游戏 者 放 过 单纯 向 下 的 三 角形 不 管 ,而 把 向 上 的 三 角形 改 为 向 下 . 结 
果 所 得 的 状态 5;, 其 结构 图 也 在 图 6 中 给 出 . 

我 们 现在 进入 第 二 回 台 的 第 三 次 , 即 最 后 一 次 探查 ,所 用 的 模式 
是 Ps 请 回忆 ,Ps 应 探查 四 只 三 角形 中 每 只 三 角形 的 两 个 顶点 . 目 
前 ,例外 三 角形 的 状态 为 (de) ,而 所 有 其 余 的 非 例 外 三 角形 都 是 一 
臻 单纯 向 下 . 请 注意 ,游戏 者 不 会 搞 不 清楚 究 况 哪个 三 角形 是 哪个 . 
如 果 她 触摸 到 的 一 个 三 角形 中 的 两 顶点 都 是 向 下 的 ,那么 该 三 角形 
必然 是 单调 向 下 的 ,于 是 我 们 可 以 教 游戏 者 对 这 些 二 角形 放任 不 管 . 
在 例外 三 角形 中 游戏 者 也 有 两 只 触手 可 用 . 这 两 只 般 手 扔 摸 到 的 ,要 
未 是 两 只 向上 的 杯子 ,要 来 一 只 向 上 ,一 只 向 下 .如 属 前 者 ,我 们 把 两 
只 向 上 的 杯子 都 转 为 杯 口 向 下 ;如 属 后 者 ,我 们 把 向 下 的 杯子 转 为 向 
上 .所 产生 的 净 效 果 是 保证 那 只 例外 二 角形 在 下 - -状态 8 转 为 单纯 
状态 . 然而 8 的 所 有 其 他 三 角形 也 全 已 是 单纯 的 ,事实 上 ,它们 都 是 
一 致 向 下 的 . 这 样 做 了 之 后 ,游戏 者 已 经 迫使 转台 进入 …- 种 完 金 立方 
的 状态 ,而 这 目 是 引 理 3 的 要 求 ， 

上 面 刚 刚 讲 过 的 策略 ,我 们 将 称 之 为 上 -下 策略 ,这 是 因为 在 第 
一 回 含 把 除了 例外 杯子 以 外 的 所 有 杯子 都 转 为 杯 呵 向 上 ,而 在 第 二 
回合 则 把 除了 例外 三 角形 之 外 的 所 有 三 续 形 都 转 为 向 下 之 故 . 当然 ， 
我 们 应 对 -- 切 的 * 来 证 明 引 理 3, 而 不 是 只 对 = 12 加 以 证 明 . 其 结 
果 是 ,除了 "是 2 的 整数 突 之 外 ,我 们 都 可 以 用 .|:- 下 策略 来 对 付 . 唯 
有 一 件 事 情 叮 能 引起 混乱 , 那 就 是 记 法 .反之 ,对 2 OR E 
-下 策略 无 效 ,对 于 此 种 情形 ,我 们 将 推迟 到 第 5 节 再 加 讨论 . 

n 不 是 2 的 整数 替 时 引 理 5 的 证 明 ” 设 表示 转台 的 大 小 ,p? 是 
n 的 最 大 素数 因子 .由 于 = 不 是 2 的 整数 项 ,所 以 p38. 我 们 要 为 游 
戏 者 设计 的 取胜 策略 应 具备 以 下 性 质 : 

要 末 它 能 响起 铃声 , 概 末 迫使 转台 进入 ` 个 完全 ?次 其 的 状态 
,而 这 可 以 使 用 不 多 于 (1 一 1/p)x 个 触手 来 达到 目的 . 

我 们 先 来 建立 某 些 记 法 , 设 上 具有 7 个 素数 因子 ,其 中 ? 是 最 大 
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的 一 个 .如 果 我 们 按 递增 次 序 书 写 4 的 素数 因子 , 则 有 
| LA 
从 的 因 式 分 解 由 发 .我 们 再 来 定义 某 些 辅 温 记 号 4 与 7;6 的 秆 是 
AEP HRA CRA ERR Bt th RAF ARIE 
AL ,丰产 则 是 从 第 :个 册子 BASS AATRE PL. 对 ee 
ji 呈 我 们 下 以 由 下 殖 式 和子 正 式 地 定义 关 与 Rp 

Ce [17 

r= I}? 
请 注意 ,对 一 切 i, 均 有 等 式 rin 成 站， 

为 了 迎 解 于 -于 策略 的 一 般 情 况 而 非特 例 , 人 们 必须 四 一 种 相当 
ERIRE AZ AiE. OER OP A a, RATT oe HE 
(等价物 说 法 是 7 Ha TE m 个 相互 穿插 的 re 边 形 所 组 成 ,而 每 
T re IE A pe CA E R AI ro 边 形 所 组 成 ,如 此 等 等 ,-- 般 弛 
i BES HH p PL A raa 边 形 所 组 成 .最 后 ,每 个 7, 边 
形 由 p, 个 天 点 所 组 成 ,也 就 是 说 ,7; 等 于 jp; 处 于 这 种 层次 结构 的 
底层 , 它 所 起 的 作用 犹 似 一 12 的 场合 中 三 角形 所 扮演 的 角色 . 

KE 节 前 述 了 关 的 意义 ,我 们 把 三 过 多 按 形 分 解 为 不 同 大 小 
的 多 边 形 ,其 尺度 即 由 ”来 表示: 的 作用 则 是 告诉 我 们 一 共有 多 人 少 
个 " 边 多 边 形 . 特别 地 ,对 每 个 i,r 边 多 边 形 正好 确切 地 含有 上 个 相 

现在 我 们 有 可 能 对 一 般 情况 下 的 结构 图 有 进一步 的 理解 . 长 方 
EURER A TAR ER RK. PHAN r DSW. 
—P BARN a PAR rn 边 多 边 形 .图 7 试图 表明 ,在 -- 般 情况 
下 ,第 i 野 媒 套 的 结构 图 者 上 去 将 像 些 什么 . 

在 一 般 铺 况 下 的 上 -下 策略 需要 应 用 ; 个 不 同 的 探查 模式 ,我 们 
将 称 它 们 为 Pi Poe Pa OI a= 12 的 情况 一 样 ,只 要 它们 具有 正 
确 的 结构 图 ,我 们 可 以 不 去 顾问 产 究 竟 是 什么 具体 的 探查 模式 .我 
们 可 以 用 图 7 来 表明 P 所 需要 的 第 ;层次 嵌 套 的 结 梅 图 .特别 地 
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图 7 
一 般 情况 下 第 ; 层 嵌 套 的 结构 图 . 


说 ,模式 P: 应 当 探 查 组 成 每 一 个 7; 边 多 边 形 的 所 有 的 rit 边 多 边 
形 , 除 了 一 个 之 外 . 为 了 方便 起 见 ,我 们 将 把 此 种 情况 简单 地 说 成 :这 
PRAM T BRE MA. 

我 们 现在 任意 选择 模式 P;, 其 条 件 是 Pi; 必须 能 够 解决 i 层次 的 
KE. 下 一 步 要 加 以 验证 的 事 是 :游戏 者 必须 拥有 足够 的 触手 来 实现 
我 们 已 选 定 的 模式 P 为 了 说 明 此 事 , 请 注意 ,解决 i 层 嵌 套 的 任 一 
模式 都 恰恰 用 上 


inn rE (3 Lje 


MEE. 由 于 我 们 的 游戏 人 准许 使 用 (1 -— Lja 个 者 于 (这 里 p= py 
Sp) ,她 确实 拥有 足够 的 触手 以 便 她 使 用 模式 Pa 

我 们 现在 建议 游戏 者 执行 第 一 回合 , 即 依 序 地 用 模式 P F P, 
进行 试探 .把 她 所 能 触摸 到 的 杯子 都 转 成 林口 各 上 . 模式 Pl 探查 整 
个 转台 Ed be ry 边 多 边 形 除 去 一 个 2 VIE 9h FES ,模式 P: 是 要 
探查 所 有 的 n 边 多 边 形 (除去 一 个 7, 边 形 外 ). 这 个 过 程 将 .- 直 继续 
进行 下 去 , 即 : 用 模式 己 把 转台 的 仍 可 能 含有 -只 向 下 杯子 的 耶 部 
分 区 域 进 一 步 限定 到 一 个 +.,, 边 形 . 于 是 ,最 后 用 忆 探查 过 之 后 , 交 
个 转台 最 多 只 可 能 具有 一 个 杯 口 向 下 的 杯子 . 我 们 自然 可 以 假定 恰 
是 只 有 一 只 向 下 的 杯子 ,否则 我 们 的 游戏 者 已 经 态 了 . 我 们 将 使 用 … 
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个 术语 例 计 的 , 它 既 是 指 这 只 杯 口 向 下 的 杯子 ,也 是 指 包含 它 的 已 
边 多 边 形 . 第 -回合 所 起 的 作用 足 完 成 了 上 -下 策略 “上 ”的 这 部 分 要 
求 :除了 - -只 人 重 外 的 杯 于 之 外 , 它 已 使 所 有 的 杯 口 统统 都 向 .上 了 . 

从 我 们 选择 模式 P,, 随 之 而 来 的 是 P; 要 探查 任意 一 个 7 边 多 
边 形 ( 它 的 任意 一 些 折 点 此 被 探查 ) 的 所 有 顶点 .这 意味 着 ,对 任意 上 
>i RKP 事实 上 必须 要 末 探 查 所 有 的 wx 边 形 , 归 末 一 个 都 不 查 . 
这 一 举 实 有 助 于 说 明 我 们 所 使 用 的 术语 . 为 了 只 要 检查 - -个 r 多边 
形 的 一 部 分 : 换 癌 之 ,为 了 解决 4 层次 岂 套 问题 ,人 们 需要 利用 -个 
模式 POEH >r 特别 地 ,我 们 注意 到 ,除了 最 后 一 个 模式 P; 之 
外 ,所 有 的 模式 o 都 必然 要 末 探 查 所 有 的 7; 边 形 ( 即 每 个 P 边 形 )， 
要 末 一 个 都 不 查 . 所 观察 到 的 现象 也 可 以 重新 用 短语 描述 为 :对 i<j 
的 模式 P, 是 完全 的 n ER. 

现在 进入 第 二 同 合 ,我 们 建议 游戏 者 继续 依次 利用 探查 模式 
Pi, Pre Pi ALR AB OW A - 些 . 把 转台 看 作 由 互相 穿插 的 py 边 
形 所 组 成 . 当 我 们 开始 作 第 二 回合 探查 时 ,所 有 的 p; 边 形 都 已 单纯 
向 上 ,只 有 一 个 例外 , 它 包含 着 一 只 口子 向 下 的 杯子 . 在 本 回合 的 最 
后 一 个 探 得 之 前 ,我 们 将 要 去 探查 - - 切 p; 边 形 而 其 中 只 有 任意 一 部 
分 可 以 被 我 们 查 到 . 我 们 教导 游戏 者 :除了 最 后 一 次 探查 之 外 ,其 全 
都 按 下 列 方 针 办 事 ; 如 果 你 触摸 到 那个 例外 的 p, 边 形 ,把 那个 例外 
的 杯子 口子 朝天 ,这 样 就 使 转台 进 到 一 个 完全 的 j 次 军 , 于 是 你 已 
满足 引 理 3 的 要 求 ,第 一 回合 的 余下 探查 就 可 以 省 略 ; 如 果 你 触摸 到 
的 是 一 个 单纯 向 上 的 疡 边 形 ,这 表明 它 不 是 那个 例外 的 多 边 形 ,而 
HAS MENS , 那 你 就 把 这 个 9, 边 形 中 所 有 的 杯子 都 -. 律 改 为 日 


” 子 向 下 ;如 果 你 摸 到 一 个 单纯 向 下 的 多 边 形 ,这 表明 它 已 被 道 转 过 ， 


那 就 放任 它 不 管 . 
我 们 能 证 明 仪 有 只 边 形 在 第 一 回合 的 前 ;一 1 次 探查 中 得 
以 逃避 检查 . 该 项 论证 实质 上 与 我 们 在 上 曾 用 来 分 析 第 一 回合 的 论 
证 相同 . AHH Ps 所 作 的 探查 除去 那些 位 于 一 个 特殊 的 r; 边 形 中 的 
玉 边 形 之 外 会 碰 上 所 有 的 广 边 形 ; 而 用 P; 所 作 的 探查 则 除了 那些 
362 


RERS 


位 于 一 个 特殊 的 r 边 形 中 的 以 外 ,将 会 磁 上 所 有 其 余 的 ;如 此 等 等 . 
在 利用 p- 作 过 探查 之 后 .除去 那些 位 于 一 个 特定 的 > 边 形 (7j= 
好 中 的 以 外 ,所 有 的 n 边 形 都 将 被 探查 到 . 另外 ,我 们 可 以 假定 , 唯 
一 例外 的 p 边 形 没 有 被 探查 过 ,因为 如 果 我 们 的 游戏 者 有 足够 的 运 
气 探查 了 例外 的 y, 边 形 ,她 早已 听从 教导 ,矫正 了 杯子 的 朝向 ,从 而 
获胜 离开 了 . 因此 ,第 一 回合 的 前 ;一 1 次 探查 已 经 触摸 了 所 有 的 , 非 
例外 情况 的 p 边 形 ,并 且 都 已 把 它们 的 杯子 转 为 口子 向 下 . 通过 这 
样 的 动作 ,它们 实现 了 上 -下 策略 中 “下 ”的 状态 . 

现在 可 以 讨论 第 二 回合 的 最 后 一 次 探查 了 .这 时 ,转台 含有 一 个 
例外 的 p, 边 形 , 其 中 含有 4 一 1 只 向 上 的 杯 季 与 一 只 向 下 药 杯 子 , 而 
所 有 其 他 的 p; 边 形 都 是 单纯 向 下 的 . 在 最 后 的 抱 查 中 ,我 们 旧 教 导 
游戏 者 去 利用 模式 户 . 对 每 个 疡 边 形 的 am--! 个 项 点 进行 探查 . 这 
里 我 们 将 抵达 一 个 微妙 之 点 . 迄今 为 小 ,我 们 并 不 需要 利用 p,=p 宇 3 
的 假设 ,但 现在 这 个 假设 却 是 举 足 重 轻 的 . 请 注意 ,由 于 pj 宇 3, 游 戏 
才 必 将 从 每 … 个 p 边 形 中 摸 到 至 少 商 只 杯子 ,因此 她 必然 会 至 少 触 
摸 到 例外 边 形 中 的 一 只 向 上 杯子 . 这 将 使 她 能 够 判断 出 ,在 p; 一 ! 
个 甬 手 中 , 嘟 一 组 是 在 甬 措 例外 的 p 边 形 的 . 我 们 在 这 里 必须 排除 
p; 一 2 的 情形 ,因为 恰 惟 是 在 此 种 情况 下 论证 将 会 失效 . 如 果 =2， 
则 唯一 的 疡 边 形 将 是 状态 为 (如 ?的 - -条 对 角 线 . 如 果 游 戏 者 探查 这 
条 对 角 线 的 一 头 ,她 和 可 能 摸 到 杯 品 向 下 的 - - 头 ,因此 她 就 没有 办 法 
把 这 只 口子 向 下 的 杯子 网 所 有 其 他 口子 向 下 的 杯子 区 别 并 来 . 

但 在 月 前 ,由 于 我 们 已 假定 了 p38. ORB A ol REY 
例外 的 已 边 形 . 我 们 教 游戏 者 把 所 有 的 非 例 外 n 边 形 都 放 过 不 管 . 
对 于 例外 的 p 边 形 , 则 有 两 种 可 能 性 . 要 末 她 将 会 摸 到 那 只 孤零零 
的 口子 朝 下 的 杯子 ,其 时 她 只 需 把 它 颐 倒 -下 , 即 可 了 事 ; 要 末 她 将 
会 摸 到 pl 只 口 子 向 上 的 杯 了 ;这 时 她 可 以 把 它们 统统 颐 倒 向 下 . 
不 论 属于 哪 种 情况 ,在 下 -状态 时 例外 的 六 边 形 都 将 变 成 单纯 状 
A AMIE 3 的 要 求 将 得 到 满足 . 这 样 也 就 完成 了 (对 任 一 不 等 十 
2 HY) RCFE AY x) 引 理 3 的 证 其. ; l 
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第 五 Y 
上 - 翻 策 路 


我 们 祭 下 来 的 工作 是 要 为 昔 含 在 引 理 3 中 的 、 转 台 的 大 小 为 
的 整数 咽 的 情况 提供 一 种 取胜 策略 . 上 文 已 经 指出 过 ,在 此 种 情况 
FR ,上 -下 策略 将 无 能 为 力 . 因为 在 第 二 回合 的 最 后 一 次 探查 中 ,游戏 
者 将 不 可 能 定 出 那 条 例外 的 对 角 线 . 在 本 节 中 ,我 们 将 为 2 的 整数 需 
情形 设计 出 一 种 名 为 上 - 翻 的 菜 略 , 它 有 点 像 是 上 -下 策略 ,但 却 包含 
着 “… 个 技巧 更 为 复杂 的 第 二 回合 . 所 谓 "翻转 ?-- 只 玻璃 杯 的 意思 是 
要 把 现在 口子 朝 下 的 杯子 转 为 朝 上 ,现在 朝 上 的 转 为 朝 下 . 在 上 - 翻 
策略 的 第 二 回合 ,我们 将 要 教导 游戏 者 ,在 每 次 探查 中 ,把 她 所 和 触摸 
到 的 每 条 非 例外 对 角 线 统统 翻转 ,而 不 是 把 它们 转 为 口子 癌 下 . 反复 
进行 的 翻转 将 使 转台 进入 一 种 奇妙 的 状态 ,各 式 各 样 朝 上 朝 下 的 杯 
子 排列 成 种 有 趣 的 配置 ,而 一 个 谨慎 的 游戏 者 将 有 可 能 从 这 样 的 
结构 中 捞 到 好 处 . 为 了 给 笑 述 上 - 翻 策 略 的 微妙 性 作 些 准备 ,我 们 需 
要 研究 圆圈 字符 行 的 某 些 事实 . 

对 任意 整数 # 与 圆圈 字符 行 7 了 , 当 且 仅 当 了 中 的 每 一 个 记号 与 
其 右面 第 《个 记号 (点 数 时 围绕 图 周 了 ,向 而 复 始 ) 完 全 相同 时 , 则 了 
被 说 成 是 以 上 为 周期 的 ,或 者 说 恰 是 了 的 一 个 周期 - 换言之 , 一 个 图 
是 周期 的 ,如 朵 当 它 向 右 转 过 去 个 位 置 后 看 起 来 完全 相同 的 话 . 
显然 ,任意 一 个 圈 是 6 周期 的 ;如 果 一 个 圈 是 :周期 的 , 则 它 也 必然 
是 (一 站 周期 的 ;如 果 一 个 圈 既 是 ! 周期 的 ,又 是 m 周期 的 , 则 它 也 必 
EEC tm) JAE. 用 抽 蒙 的 语言 来 说 , 阐 7 的 一 切 周期 的 集合 构 
成 一 个 整数 的 加 法 子 群 . 

由 二 长 度 为 的 圈 恒 为 上 周期 的 , 故 知 每 一 个 圈 必 有 某 些 正 整 
数 周期 . 我 们 将 把 个 图 的 最 小 下 整数 周期 称 为 它 的 基本 周期 ,于 是 
有 焉 面 的 结果 . 

引 理 4 ”任何 图 的 辕 其 是 其 基本 周期 的 倍数 . 
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证 明 SERRE AR E T EAW. 让 我 们 米 看 逆 命 题 , 设 
Eie CAREER. m ENHE g 是 与 ;的 最 大 公约 
R HT a oP i AE og OY PA Spe 

g = ak -| bm, 
因而 9g 也 必定 是 圈 的 -一 个 周期 . > RE SJR] oe A PY Be TR 
Ja) WA BT LAR EE q=. OEE 4? 能 鉴 除 如 ,所 以 我 们 能 断 涪 i 尺 必然 是 
蕊 本 周期 的 - -个 信和 数 . 具有 代数 修养 的 读者 会 认识 到 这 个 证 明 其 实 
aE BR RR TE H RURKI HE 

周期 的 概念 是 相当 祭 蕉 的 ,实际 二 CSRS OAS RR 
RAEE. WMR- RIEA a p) BRAZA N e ER a 
TF A ER E 56 ORE. 但 我 们 还 是 需要 其 他 更 吸引 人 的 
EER. 这 扼 切 外 的 叔 念 上 共 是 对 恰 有 两 种 符号 的 立 才 有 意义， = aH 
aA KARAS E E u 与 下 我 们 将 把 这 两 种 符号 称 为 :一 

“Pi athe ab. TRE PRA ee RBA Pat 
PY RED RRS AE LB e PPPS Fb RRS UT Te 
hi 过 个 位 星 , 其 结果 就 好 像 它 根本 没有 转 , 只 是 把 每 个 符号 换 上 成 

PEM Fe. 

如 果 Se kB EP aM eh PRL 2k Ay FT I AS 
DAR TH Rh TARR SS TE HBL ASO RD. (TAL th A ny fA BE + PS 
二 2k. 例如 .长 度 为 六 的 图 “010101), 这 个 圈 是 3 Re a 

HA S Dim EE EL 2 为 击 期 的 .下面 的 引 理 将 表明 ,如 果 * 这 
TRE 2 的 整数 上策, 那 就 不 会 有 此 种 较 小 的 周期 , 此 种 结果 看 米 与 我 
ff] BED BY TE Tees AS HT (UA A. 

引 理 5 MRT 2 RCN MERA AE 

好 就 是 27 GR. oT i ee A fF ee BD 

期 . 

证 明 2 肖 定 是 个 周期 ,于 是 圈 的 基本 周期 必 能 粮 除 H, 
所 以 它 必 是 2 的 一 个 苦 : 伍 如 果 对 某 合 {二 i,2: 是 一 个 周期 . 则 兰 将 
也 是 圈 的 一 个 周期 . 由 于 没有 -- 个 图 能 够 同时 为 2 周期 与 2 恒 交 替 
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的 . 因而 ,基本 周期 必然 恰恰 就 是 2". 

把 引 理 5 放 在 - * 边 ,我 们 即 可 开始 讲 上 - 翻 策略 . 

当 * 是 2 的 整数 得 时 引 理 3 的 证 明 设想 我 们 的 游戏 者 正在 
面 对 一 只 大 小 为 += 2; 的 转台 .我 们 要 为 她 设计 :个 策略 ,使 她 利用 
不 多 于 na/2 只 触手 , 邑 可 使 铃声 震 响 或 者 迫使 转 桌 进入 -个 完全 二 
KERRE. 如 果 一 2, 只 村 进行 一 次 浅显 的 试探 即 已 足够. "一 4 的 
情况 并 不 那样 浅显 ,但 是 确实 存在 着 ~ 个 四 步 策略 可 以 解决 问题 . 请 
读者 们 参看 马丁 ， 加 德 纳 在 《科学 美国 人 》1979 年 三 月 号 上 的 专栏 
文章 里 所 介绍 的 原来 的 转台 问题 的 解法 中 的 前 四 步 @. 所 以 ,我 们 只 
Behe Bales 的 场合 ,或 老 说 ,ji 位 3 的 情形 . oA RI eR 
的 是 ,z 一 4 的 情形 需要 加 以 特别 对 待 , 然 而 这 是 必要 的 ;因为 我 们 所 
设计 的 上 - 翻 策略 恰恰 在 方 桌子 的 情况 下 解决 不 了 问题 . 

上 -下 策略 与 上 - 翻 策略 的 第 一 个 不 同 点 在 于 j 个 探查 模式 PP， 
Pa 的 定义 .就 前 者 来 说 ,我 们 满足 于 自由 选择 这 些 模 式 , 只 要 
PAIR SRE GAT. 而 在 后 者 ,我 们 将 选择 具有 这 一 性 质 的 
特 珠 序列 ,但 也 雪上 只 有 一 各 简单 结构 . 说 得 更 详细 些 ,我 们 要 精心 安 
排 模 式 PES AA 2 一 A ,每 组 具有 2 上 只 连续 的 触手 ,相互 之 间 
被 2 一 组 空白 隔 开 ,| 晒 等 组 具有 2) PERM S A. 说 得 吏 正 式 些 ， 
我 们 可 以 由 下 列 关系 式 

1. P= ((g RY) 

来 定义 P 

模式 P 由 互相 错开 的 9 与 所 构成 ,而 模式 P; 可 以 探查 介 - 
个 半 区 而 留 下 其 余部 分 森 查 . 现在 考察 PP RE -组 上 的 第 类 个 触手 
(的 范围 为 TI 和 4 和 2 1). ik 2 :个 触手 在 一 起 可 以 探查 构成 一 个 
20 WEDER? .多边形 中 的 -- 个 .而 另外 的 组 成 部 分 2 
边 多 边 形 则 未 被 探查 到 .这 是 因为 它 下 好 处 于 P 中 每 组 g 的 第 站 个 


O RHE. 鉴于 ¢ 科 学 美国 人 3 的 过 期 杂志 MERE BFE. ANH RS TUS 
看 至 者 所 写 的 (神奇 的 转台 〉 文 , 该 文 发 表 下 (少年 科学 31990 年 1 月 号 , 
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空白 位 置 . 这 就 说 明 , 由 方程 1 定义 的 模式 P 确实 能 解决 第 ;层次 
KRENE. 

上 - 翻 策略 的 第 - :回合 与 上 -下 策略 的 第 一 同 合 是 相同 的 ;我 们 
只 要 教 游戏 者 去 探查 每 一 个 异 式 P;, 并 把 她 所 能 触摸 到 的 杯子 统统 
使 其 杯 口 向 上 .与 上 -下 策略 中 所 作 过 的 分 析 一 冬 , 我 们 得 知 ,游戏 少 
要 末 在 这 一 -回合 的 某 -时 刻 赢 得 了 效 个 游戏 ,要 末 在 回合 的 结尾 , 转 
台 变 成 只 有 -… 只 向 下 的 杯子 ,而 其 余 Ce 一 1) 只 者 是 杯 口 向 上 . 让 我 们 
把 那个 孤老 堆 的 口 了 刘 下 的 杯 了 称 为 例外 的 杯子 ,而 把 包含 它 的 对 
GRA Mob oo st AR. IK 论证 中 全 部 好 戏 都 是 在 第 二 回合 
中 出 现 的 ,我 们 将 稍稍 偏离 “下 通常 的 下 标记 法 ,使 用 符 与 5 来 表 
术 第 二 回合 开始 时 的 转台 状态 .第 -- 回 合 已 迫 使 转台 进入 状态 

Ni = (du? l). 

第 - Chay AU ET EATE PE 或 们 教 游 戏 者 使 用 模 
式 呈 :如果 她 摸 到 -只 朝 个 丁子, 它 必 然 就 是 陡 只 例外 的 杯子 .她 把 
它 转 为 朝 上 而 立即 总 了 这 场 游戏 - 所 以 我 们 可 假定 她 摸 到 的 全 是 朝 
上 的 杯子 , 北 时 我 代 叫 她 拒 这 些 杯 子 悉数 束 下 放 , 这 就 迫使 转台 进入 
状态 

2s Nom €ddCad)® =y, 

在 我 们 的 游戏 漠 继 续 深入 第 一 团 合 时 ,我 们 教 她 找 出 -- 张 纸 片 
以 僵 记 录 转 台 的 状态 . 好 的 记录 出 方程 2 给 出 的 状态 开始 . 有 这 
SK AR Ty PE SRL ,我 们 就 能 绘 放 戏 将 交 代 一 系列 指示 ,它们 将 指导 她 进 
行 第 二 .第 一 人 …… 次 控告. 仆 不 包括 第 一 回合 的 最 后 -次 探查 .设计 
这 些 指示 的 日 的 是 要 使 某 些 茶 件 的 满足 一 吉 能 够 保持 . 设 S:( 这 里 
有 anil PRD TAR UTR CENT OT STARS «TR DEERE F 
Ns 

3. 状态 S TF 2? se Peay BT. URA- Sh Rs 

4. EER AHR 1 次 探查 刚 团 敌 过 之 后 ,我 们 的 游 

戏 者 可 以 把 状态 5, 记 录 在 地 的 纸 片 上 . 
对 i=2, 上 述 两 个 条 件 都 能 满足 ,因为 状态 S: 由 方程 2 给 出 ， 
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而 且 它 与 一 个 1- 交 替 的 园 只 有 一 处 差异 ( 那 只 例外 杯子 置 放 之 处 ) 
在 第 二 回合 的 中 间 各 次 探查 中 我 们 的 任务 是 要 使 这 些 条 件 继续 得 到 
保持 .让 我 们 考察 第 二 回合 的 第 i 次 (这 里 的 i 要 满足 SKR 
查 , 我 们 假定 所 有 的 条 件 迄 今 都 能 保持 . 对 这 次 探查 ,我 们 教 游戏 者 
使 用 模式 P;. 由 于 i<j, 我 们 可 像 上 -下 策略 一 样 推出 P; 是 一 个 完全 
平方 ;换言之 , 它 得 以 探查 任 一 根 可 探查 其 任 一 头 的 对 角 线 的 两 头 . 
我 们 首先 要 求 游戏 者 区 分 她 所 触 措 到 的 对 角 线 - 

根据 条 件 3, 她 正在 探查 的 转台 状态 & 与 2 交替 的 圈 7; 仅 在 
那个 例外 位 置 有 差异 . 图 7; 必定 也 是 以 2 为 周期 的 , 且 因 <i É 
必定 至 少 是 一 个 完全 四 次 等 . 于 是 我 们 可 浙 言 ,5; 的 所 有 不 是 例外 对 
角 线 的 对 角 线 必定 是 单纯 的 . 因而 我 们 的 游戏 者 立即 可 以 决定 她 是 
否 正在 探查 例外 对 角 线 . 如 果 她 确实 摸 到 它 ,我 们 教 她 使 之 变 为 单 
纯 ,其 办 法 是 把 它 的 朝 下 杯子 变 为 朝 上 , 朝 上 杯子 变 为 朝 下 . 两 种 情 
况 中 究竟 属于 何者 是 无 关 紧 要 的 . 这 样 做 了 之 后 ,就 将 使 转台 进入 一 
个 完全 平方 的 状态 ,于 是 就 满足 了 引 理 3 的 要 求 , 第 二 回合 余下 的 一 
些 探查 即 可 省 路 . 

假定 我 们 的 游戏 者 并 未 探查 到 例外 对 和 角 线 ,也 就 是 说 ,她 摸 到 的 
只 是 单纯 的 对 角 线 . 上 -下 策略 教 她 把 所 有 前 摸 到 的 单纯 p; 边 形 统 
统 转 成 向 下 ,但 在 眼下 这 个 策略 中 ,我 们 教 它 把 单纯 向 上 对 角 线 转 为 
向 下 ;而 把 单纯 向 下 对 角 线 转 为 向 上 .换言之 , 即 把 她 所 触摸 到 的 每 
一 条 对 角 线 统统 翻转 . 这 便 是 上 - 翻 策略 得 名 的 来 由 . 可 是 , 它 到 底 有 
什么 好 处 ? 由 于 S: 除了 例外 杯子 外 是 2 交替 的 ,所 以 除了 例外 标 
子 , 它 也 是 以 2“' 为 周期 的 . 把 和 用 n 所 能 措 到 的 每 只 杯子 统统 加 
以 翻转 ,其 效果 实际 上 即 是 求 补 ,并 依然 维持 着 长 度 为 2 的 交替 组 
不 变 . 因此 ,翻转 将 保证 ,除了 例外 杯子 之 外 ,下 一 个 状态 Saa 是 2 
交替 的 . 这 就 是 说 ,翻转 保证 了 在 时 刻 itl 时 ,条 件 3 仍然 成 立 . 

但 条 件 4 又 将 如 何 ? 请 记 住 我 们 已 假定 游戏 者 并 未 探查 到 例外 
对 角 线 ,因而 ,她 把 触摸 到 的 每 -只 杯子 全 部 加 以 颠倒. 既然 状态 S: 
己 写 在 她 的 纸 片 上 ,这 就 足以 表明 她 可 以 毫 不 犹疑 地 了 解 到 她 正在 
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触摸 的 是 8; 中 的 哪些 杯子 ,也 就 是 说 ,她 的 触手 究竟 摸 在 转台 的 哪 
处 . 先 考 虑 一 下 ,她 用 模式 P; 探查 圈 T 时 会 发 生 什 么 情况 . 由 于 图 
7; 是 2? 交替 的 ,用 每 ~-- 组 2 个 触手 的 试探 结果 将 会 得 出 XX 的 
形状 (这 里 XË 是 长 度 为 2 的 字符 行 ). 现在 ,假定 字符 行 XX 当真 
在 环绕 7; 的 两 个 不 同 地 方 出 现 ( 该 两 处 由 一 个 i 位 置 的 转动 来 分 
开 ), 由 于 了 也 是 以 2 为 周期 的 ,因此 ,整个 园 科 将 会 与 旋转 上 步 
HME. 换言之 ,i 必然 是 7; 的 一 个 周期 . 

最 后 ,我 们 能 够 看 到 引 理 5 的 关联 . 从 那个 结果 ,我 们 推出 2 一 
DRET 的 真正 基本 周期 ,因而 ! 必 为 2 的-- 个 倍数 - 考虑 Pi 的 
结构 , 它 只 有 两 种 不 同 的 方式 以 使 得 圈 Pi 与 7; 结合 起 来 产生 探查 
结果 XX. 事实 上 ,7; 将 恰好 含有 字符 行 XK BY 27) 份 拷贝 ,而 游戏 
者 的 触手 必 将 要 末 措 到 所 有 的 奇数 拨 贝 ,要 末 措 到 所 有 的 侦 数 找 贝 ， 
任何 其 他 可 能 性 都 将 使 中 具有 - -个 非 平凡 的 局 期 ,而 与 引 理 5 发 生 
矛盾 . 可 是 我 们 的 游戏 者 实际 上 是 在 探查 & ,而 不 是 7 由 于 我 们 已 
经 假设 游戏 者 并 未 触摸 到 例外 的 杯子 ,这 就 消除 了 环绕 5; 的 她 的 触 
手 的 两 种 方式 中 的 一 种 , 剩 下 一 种 可 能 性 了 .于 是 ,我 们 的 游戏 者 将 
能 从 第 i 次 探查 的 结果 中 确切 地 得 知 她 的 触手 究竟 触 模 在 图 & 的 
什么 位 置 . 有 了 这 个 信息 ,她 可 以 很 容易 算出 轿 5:-1, 并 把 它 写 在 纸 
片上 . 

我 们 业已 证 明 , 在 整个 第 二 回合 的 中 间 阶 段 , 即 上 - 翻 策略 的 
“ 翻 ? 相 中 ,我们 的 游戏 者 可 以 一 直 维 持 条 件 3 与 条 件 4 不 变 . 现在 我 
们 要 讨论 第 二 回合 的 最 后 一 次 探查 ,此 时 她 将 要 探查 一 个 半 画 . 首 
先 , 我 们 要 证 明 游 戏 才 有 能 力 摘 清 楚 她 是 否 摸 到 例外 的 杯子 . 这 一 
次 ,她 已 不 能 通过 窗 看 非 单纯 的 对 角 线 来 区 别 例外 对 和 角 线 ,因为 她 只 
能 探查 每 条 对 角 线 的 一 头 . 但 从 适用 于 ;一 7 情况 的 条 件 3, 我 们 得 
知 输 入 到 第 二 回合 第 ;次 探查 的 转台 状态 8; 与 一 个 27? RSM T, 
仪 且 狂 差 异 . 因 而 ,我 们 的 游戏 者 只 要 检查 一 下 她 的 探查 结果 是 否 
其 有 形式 XX(X 为 长 V 的 字符 行 ) 即 能 肯定 她 是 否 触 摸 到 例外 的 
杯子 . 说 得 更 详细 一 些 ,如 果 她 错过 了 例外 的 杯子 ,她 的 探查 结果 将 
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具有 XX 的 形式 ;如 果 她 触摸 到 例外 的 杯子 , 则 她 的 探查 结果 将 具有 
YdZ YdZ 的 形式 ,在 这 里 ,两 个 上 中 的 一 个 即 是 例外 的 杯子 . 

设想 我 们 的 游戏 者 确 是 摸 到 了 例外 的 杯子 ,她 的 下 一 步 任 务 是 
要 确定 哪 一 个 4 是 例外 的 ,以 便 将 其 改正 . 正 是 在 这 里 ,我 们 的 假定 
j 宇 3 起 了 决定 性 作用 . 如 果 我 们 要 对 - :只 正方 形 转台 使 用 上 - 翻 策 
略 ,此 时 就 会 面临 在 虹 组 中 决定 鄙 一 个 < 是 例外 杯子 的 问题 ,而 这 


是 没有 办 法 判断 的 . 但 我 们 已 经 通过 一 个 特殊 的 论证 来 处 理 掉 4 一 4 


的 问题 ,因此 我 们 得 以 断言 ,两 个 字符 行 了 与 也 中 ,至 少 有 -一 个 是 非 
空 集合 ,因此 在 例外 杯子 的 当前 两 个 候补 者 的 紧邻 ,我 们 的 游戏 者 确 
有 可 能 触摸 . 请 注意 紧邻 将 是 互补 的 . 由 条 件 4, 我 们 知道 ,游戏 者 的 
纸 片上 已 经 写 着 确切 的 圈 & 的 状态 .很 据 这 个 较 ,容易 推出 例外 杯 
子 的 左右 紧邻 到 底 处 于 什么 状态 . 这 种 观察 将 使 我 们 的 游戏 者 得 以 
决定 娜 一 个 候补 者 是 真正 的 例外 杯子 . 我 们 教 她 翻转 那 只 杯子 . 这 就 
迫使 例外 对 角 线 进入 单调 状态 iw) ,从而 满足 了 引 理 3 的 要 求 . 

仅 有 一 种 情形 需要 处 理 了 . 我 们 现在 假定 ,第 一 岂 合 的 最 后 一 次 
探查 中 ,我 们 的 游戏 者 并 未 措 到 例外 杯子 ,也 就 是 说 ,她 的 探查 结果 
可 概括 为 形式 XX. 此 种 情形 下 , 仅 在 例外 位 置 与 状态 s 有 所 差异 
的 图 T, 必然 由 公式 7T, 二 《XXXX) 给 出 ,再 次 从 引 理 5 加 以 论证 ,我 
们 能 够 证 明 字 符 行 XX 仅 在 两 个 明显 位 置 作为 7 的 子 行 出 现 . 
此 , 它 作 为 3 的 子 字符 行 只 能 出 现 K 这 意味 着 我 们 的 游戏 者 将 
能 准 一 地 确定 她 的 触手 围绕 8; 的 位 蜗 . 由 于 她 正在 触摸 一 个 半 图 
周 ,而 她 并 未 触摸 到 例外 的 杯子 ,所 以 她 一 定 是 在 触摸 例外 对 和 角 线 的 
另 一 个 顶点 - 我们 教 游戏 者 看 一 看 她 的 纸 片 ,确定 哪 一 只 她 所 摸 到 的 
杯 口 向 上 的 杯子 是 与 那 只 例外 杯子 同 处 于 一 根 对 角 线 的 两 头 的 . 只 
要 把 这 只 朝 上 杯子 颇 倒 一下, 邯 可 人 迫使 例外 对 角 线 进入 单纯 状态 
Cdd) ,从 而 满足 了 引 昌 3 BY BE OR. 

我 们 业已 完全 决定 了 苯 数 (a) 的 值 ,但 这 并 不 意味 着 我 们 已 可 
把 转台 问题 搁置 一 边 . 反之 ,我 们 在 引言 中 已 提 到 过 ,本 问题 的 其 他 
儿 种 推广 形式 是 值得 探讨 的 ,即便 我 们 已 过 论 过 的 这 种 形式 也 俏 得 
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进一步 研究 . 例如 ,对 具有 “只 触手 (等 于 或 大 于 Jaz)) 的 游戏 者 ， 
怎样 设计 碗 短 的 取胜 策略 也 许 会 引起 人 们 的 兴趣 ， 

我 们 讨论 过 的 策略 设计 技 配 将 能 为 我 们 提供 - 族 策 略 的 长 度 的 
PAAR. BS 一 ae 是 的 一 个 因 式 分 解 ,其 中 每 个 因子 w 
都 满足 条 件 Se EAT TPR, AN 2( 如 果 有 的 话 ) 
都 是 排 在 前 面 - 如 果 o> 2 时 使 用 上 -下 策略 ,a 一 2 时 使 用 上 - 翻 策 
略 , 我 们 得 以 将 问题 的 规模 为 4 的 策略 设计 降低 为 问题 规模 为 n/a 
的 策略 设计 ,而 使 用 的 探查 次 数 最 多 为 27 次 ,使 用 的 触手 数 不 超 过 


于 是 ,我 们 可 以 为 大 小 是 ”的 转台 设计 EREEREER HRE 
K 只 触手 ,探查 次 数 到 多 是 了 十 了 次 .这 样 也 就 使 人 们 可 以 权衡 得 
失 : 或 者 是 把 a 取得 大 些 , 这 祥 可 以 使 了 较 小 ,并 使 得 取胜 策略 较为 
短 些 ,但 需要 较 多 的 船 手 ;或 者 是 把 a 取得 小 些 以 使 ; 较 大 ,这 样 取 
胜 策略 将 会 元 长 - 些 , 但 是 触手 数 将 可 用 得 少 些 . 另外 ,把 这 些 策略 
稍为 缩短 一 些 并 非 难事 , 璧 如 说 ,从 上 .下 策略 的 一 步 到 下 一 步 ,时 常 
可 以 措 带 信息 而 免除 探查 - 但 是 我 们 还 是 要 间 : 在 最 不 利 情况 下 , 除 
了 我 们 已 讲 过 的 办 法 之 外 ,是 否 还 存在 其 他 策 骆 ,以 便 用 少 得 多 的 深 
查 来 实现 目的 ? 


DUE EAA AE ic: RE + XH 1-(Ted Lewis) Wa e B 
HLE (Stephen Willard) 3h a hha T RK Se). 他 们 的 文章 已 发 表 于 
¢ 802% Ze cE Mathematics Magazine) 1980 年 5 AS (53 卷 第 3 期 ,第 
174—179 贞 ), 题 为 《转台 》 当 =” 不 等 于 2 A RET. Hh TT A T 
一 种 经 过 改进 的 上 -下 策略 . 托 信 息 从 上 -下 态 的 二 步 撒 带 到 下 oE, 
这 可 使 游戏 者 得 以 利用 大 体 上 一 六 左右 的 探查 次 数 来 实现 目标 . 另 
外 ,他 们 发 现 了 一 种 三 上 .下 策略 非常 楼 近 的 策略 来 对 付 z 是 2 的 整 
数 究 的 情形 ;第 一 品 合 中 把 所 有 杯子 转 为 口 朝 上 ,第 二 回合 的 绝 大 多 
数 场合 使 其 转 为 同 下 . 翻转 于 段 仅 限于 在 第 一 回合 的 个 数 第 一 个 控 
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查 中 用 一 用 , 它 只 是 把 一 条 对 角 线 翻转 了 一 下 . 
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利 奥 波 德 . WERE PAY HE (Leopold Kronecker) HIB C107.“ 1.3 RHE 
了 整数 ,其 他 太 西 是 人 的 产物 ”如 果 克 隆 内 克 说 得 果真 不 错 , 那 么 由 
士 搬 有 神奇 力 基 而 把 非 整 数 说 成 是 超自然 数 .就 将 是 异端 印 说 . 另 -- 
方面 ,数学 家 们 通常 把 非 负 整数 10,1,2,…)} 称 作 自 然 数 ,因此 ,任何 
超自然 数 也 必然 中 自然 数 , 本 文昌 的 是 想 讨 论 “ 超 ”自然 数 的 表示 法 
所 请" 超 ”, 力 是 指 它们 是 骸 其 庞大 的 数 , 如 果 采 用 传统 记 法 ,就 得 使 
用 许多 上 标 才能 表达 . 

要 超越 已 知 | 字 罕 的 大小 ,并 不 需要 极其 庞大 的 数 . 璧 如 说 ,我 们 
带 虚 的 是 一 个 每 边 长 度 为 100 亿 光 年 的 立方 体 ,而 在 其 中 装 入 极其 
微小 的 .10 2 厘米 107 ERK X10 厘米 的 立方 体 ( 每 个 微小 立 
方 体 远 远 小 二 一 个 质子 或 … 个 中 子 ), 则 小 立方 体 的 总 数 将 小 于 
10. 这 个 数量 说 不 上 是 超人 的 , 它 只 是 125 位 而 已 . 

伟大 的 阿 基 米 德 似 乎 是 讨论 极 大 数 存 在 的 第 一 个 人 ,他 的 著名 
涂 文 < 水 粒 计 数 3[ 岂 得 出 结论 ,不 到 10°" 颗 沙 粒 便 足以 填 满 他 那个 
时 代 所 定义 的 宇 定 - 此 外 ,他 还 进一步 介绍 了 一 个 记 数 法 ,通过 这 种 
办 法 ,其 至 可 以 谈论 大 到 1080.000,000,000,000.000 的 数目 

英语 里 头 银 本 没有 任何 名 闻 来 表达 如 此 庞大 的 数目 . 我 们 怎样 
为 大 数 的 表达 提供 一 种 系统 记 法 , 考 虐 这 样 的 问题 无 疑 是 很 有 教 益 
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的 . 在 目前 这 个 通货 胶 胀 时 期 ,我 们 也 许 不 久 又 需要 编造 新 的 单词 来 
表示 货物 的 价格 ;例如 ,在 1923 年 时 ,德国 发 行 的 单 张 邮 票 ,其 面值 
竟 达 到 500 亿 马 克 , 然 而 这 种 邮票 几乎 是 一 钱 不 值 的 . 

当 我 们 停 下 来 检查 教 的 传统 命名 时 ,事情 一 下 子 就 很 清楚 :这 些 
命名 都 是 “人 为 的 产物 ,它们 本 应 设计 得 更 完善 一 些 , 璧 如 说 ,完全 
废弃 “ 干 ”这 种 单位 ,“ 百 ”的 下 一 个 单位 是 “万 ”10”) ,也 许 会 更 好 . A 
为 , 像 1984 这 样 的 数 ,传统 读 法 是 “十 九 百 八 十 四 ”, 而 不 是 “一 千 九 
百 八 十 四 ”9. “万 ”的 使 用 将 为 我 们 提供 一 批 相 当 满 意 的 叫 法 ,直到 
10° Aik. PM, RR 9999,9989 BaP IL ALS ALT AA At 
RAAT”. 

我 们 所 需要 的 ,万 的 下 一 个 单位 是 10° 让 我 们 大 家 一 致 同意 把 
它 称 作 一 “元 ”( 发 音 为 mile-yun) ,类 似 的 英语 单词 当然 也 可 以 用 , 例 
如 “ 百 万 富翁 "这 个 词 . 一 元 的 下 一 个 单位 称 作 “ 二 元 ”, 一 个 二 元 相当 
于 10. 使 用 这 个 并 无 岐 义 的 名 词 “ 一 元 "显然 是 一 大 进步 ,因为 人 们 
根本 弄 不 清楚 目前 正在 使 用 的 “bilion” 这 个 词 究 竞 代表 怎样 一 个 数 
(英国 人 与 德国 人 认为 它 相 当 于 一 百 万 个 一 百 万 ,而 美国 人 与 法 国人 
则 认为 它 是 一 千 个 一 百 万 ,其 十 亿 ). 这 个 新 名 词 还 有 另 一 个 优点 , 因 
为 我 名 的 国债 总 额 只 是 此 各 的 一 个 极 小 分 数 ,也 可 使 我 们 略为 宽慰 
一 些 . 我 们 的 记 数 法 将 按 如 下 方式 进行 下 去 : 


roe 三 元 10 oO 10121072 TE 
10% 四 元 101% 十 元 10262144 十 六 元 
eo 1g 、 五 元 Lor  、 .十 一 元 1 0524288 +E 
I : 六 元 in : 十 二 元 1 02048576 十 从 元 
rons < “BIG 1028 .十 三 元 402097152 十 九 元 


10%4 E 从 元 . 10553% 十 四 元 101194304 二 十 元 


O 原 注 :我 们 也 可 以 考 瞄 把 * 十 九 "改称 “一 全 九 ”, 等 等 ;但 这 也 许 会 全 我 们 的 记 法 过 
分 逻辑 化 了 . ( 迎 辑 味道 太 重 了 .) 
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例如 ,一 副 扑 克 牌 的 洗 牌 法 总 数 为 52! = 80652: 8175, 1709; 4387, 
8571: 6606,3685; 6403, 7669; ;7528,9505; 4408,8327 : 7824,0000; 
0000,0000 ,我 们 把 这 个 数 按 四 位 , 八 位 ,十 六 位 分 组 :并 使 用 不 同 的 
标点 符号 . 如 果 照 我 们 在 上 面 所 建议 使 用 的 记 数 法 , 则 这 一 数目 的 英 
语 各 称 将 是 * 八 十 百 六 十 五 个 “四 元 ” 八 十 一 百 七 十 五 万 十 七 百 九 “一 
元 ”四 十 三 百 八 路 七 万 八 十 五 百 七 十 一 个 “二 元 ”六 十 六 百 六 万 三 十 
六 百 八 十 五 “元 ”六 十 四 上 百 三 万 七 十 六 百 六 十 九 个 “三 元 ”七 十 五 百 
二 十 信 万 九 十 五 百 五 “一 元 ”四 十 四 百 八 万 八 十 三 百 二 十 七 个 “二 元 ” 
七 十 八 百 二 十 四 万 个 “一 元 ” ”在 我 们 目前 使 用 的 美国 语言 中 ,这 个 
数目 是 没有 办 法 表述 的 ,除非 我 们 依赖 如 下 的 说 法 : 八 十 于 六 百 五 十 
从 个 “vigintitlion” 一 百 七 十 五 个 “nonillion”……- ARZA trilion, 
E AEEA H, i EA vigintilion( 相 当 于 10”) 的 大 数 ， 
除 掉 centilion (相当 于 10) 之 外 ,并 没有 一 一 为 它们 提供 和 名称. 

如 果 在 我 们 的 语言 中 对 上 帝 的 一 切 创 造物 都 能 表述 的 话 , 我 们 
当然 需要 超越 一 十 元 ,甚至 一 百 元 都 要 超过 的 . 如 果 我 们 把 上 述 模 式 
加 以 外 推 , 并 采用 拉丁 式 记 法 的 话 ,那么 下 一 个 单位 就 应 是 二 十 一 
元 .于 是 ,由 下 式 

80,000.0060,000, 000,000 
= 256 4 952 4 951 4 250 十 245 
+ 2 十 paz 十 gu + 240 十 23 
— 2% 十 23 十 ge 十 930 十 229 
十 2B 4 92? 4 pr 1 928 4 919, 
真正 懂得 我 们 所 建议 的 记 数 法 的 读者 将 能 读 出 阿 基 米 德 书 中 的 最 大 
数目 1.08°.000,900.000, 000,000 ¢ 2 3e R FB ig BL EE ED 

对 给 出 新 单位 来 说 ,我 们 迟早 会 把 所 有 的 拉丁 名 字 统 统 用 光 , 因 
为 罗马 人 从 来 把 数字 算得 很 大 . 即使 罗马 学 者 也 采用 了 阿 基 米 德 的 
记 数 方案 ,在 对 下 面 之 类 的 单位 


1 oz" 
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进行 命名 时 ,也 仍 会 过 到 麻烦 . 不 过 ,我 们 可 以 避 开 这 个 问题 ,只 要 对 
每 个 基本 单位 10*” 按 下 列 办 法 命名 就 行 . 

对 很 大 的 数 n RIPE Ri latina 的 拉丁 名 称 ,空位 0 不 算 ) 
yllion”. 例如 ;10 BT YA“ latinbylliony lion ”. 通过 这 种 方 
式 ,我 们 即 可 叫 出 所 有 自然 数 的 英文 名 称 , 而 不 管 它们 是 如 和 何 庞大 . 
例如 ,有 个 自然 数 的 名 称 为 “latinlatinlatinbyllionyllionyllionyliion”, 读 
者 们 能 推算 出 它 的 大 小 吗 ?〈 参 阅 本 文 末尾 的 答案 . ) 

讲 到 这 里 ,读者 们 也 许 会 间 :“ 究 竟 为 点 喻 ?通常 的 十 进 制 或 二 进 
制 记 数 法 已 经 为 我 们 提供 了 -~- 个 既 便于 表达 又 适合 计数 的 办 法 ,有 
谁 会 去 计较 处 大 数目 的 名 称 呢 ?” 不 错 , 数 的 名 称 对 我 们 大 脑 皮层 党 
管 语言 功能 的 那 部 分 要 比 执掌 计算 功能 的 那些 灰色 细胞 更 为 重要 . 
只 是 由 于 阿 基 米 德 这 样 的 伟大 人 物 曾 经 写 过 一 些 文章 ,这 一 点 本 身 
并 不 能 证 明 它 具 有 什么 科学 价值 . 可 是 我 们 的 讨论 不 会 全 无 价值 , 因 
为 它 使 得 我 们 对 讨论 一 个 更 为 重要 的 问题 有 了 准备 ,而 在 解决 该 问 
题 时 需要 用 上 类 似 的 概念 . 

在 本 文 的 余下 部 分 ,我 们 所 要 讨论 的 问题 是 ,怎样 通过 0 与 1 的 
序列 来 表示 任意 大 的 自然 数 ,并 使 之 满足 以 下 两 个 条 件 ， 

1， 每 一 个 数 的 表示 决 不 是 其 他 任何 数 的 表示 的 “前 级 "(或 “ 词 
$”). 

换言之 ,如 果 某 个 数 的 表示 为 序列 “01101”, 则 别 的 数目 决 不 能 
有 以 “01101” 开 始 的 表示 . 数 的 表示 尚 需 满足 的 第 二 个 条 件 是 

2， 每 个 数 的 表示 应 比 其 他 任何 较 大 的 数 的 表示 具有 较 小 的 “ 辞 
典 长 度 ” 

所 谓 较 小 的 辞典 长 度 意味 着 它 应 该 在 辞典 中 较 早 出 现 ;例如 ， 

01101 的 辞典 长 度 要 比 以 “1” 打 头 的 序列 为 小 , 它 的 长 度 也 小 于 以 
“0111”,“011010”, 记 及 “011011” 打 涉 鸭 序列. 

广 一 问题 的 重要 性 在 于 ;我 们 经 常 需要 通过 -一 串 数字 同 计算 机 
打交道 .例如 ,这 串 数字 是 一 些 指令 , 它 告 诉 计算 机 要 做 些 什 么 . 关键 
问题 是 计算 机 必需 懂得 一 个 数 在 何 处 结束 ,下 一 个 数 在 何 处 开始 . 条 
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件 1 能 保证 做 到 这 一 点 ,因为 计算 机 可 以 从 左 至 右 进 行 读 数 , 不 至 于 
混淆 不 清 . 条件 2 虽然 并 不 具有 如 此 的 关键 性 ,但 亡 有 -- 项 相当 优美 
的 性 质 . 它 草 含 着 表示 法 的 保 序 性 ,就 是 说 ,如 果 一 串 数字 比 另 : 串 
数字 的 辞典 长 度 小 , 则 第 一 串 数 字 的 表示 比 起 第 二 串 数字 的 表示 来 ， 
辞典 长 度 也 来 得 小 . 

如 果 我 们 只 要 表示 很 少 几 个 数目 ,那么 条件 1.2 是 很 容易 得 到 
满足 的 . 例如 ,假定 我 们 事先 知道 要 用 到 的 仅仅 是 自 0 至 7 几 个 数 
目 , 那 就 可 以 使 用 同样 的 字 长 来 表示 它们 , 即 :000,001,010,011， 
100,101,110,111. 不 过 ,我 们 需要 的 是 对 一 切 白 然 数 均 能 进行 编码 ， 
调 丰 是 为 数 很 少 的 几 个 小 数目 . 

人 和 们 想到 的 第 一 种 正确 解决 方案 也 许 是 -种 -元 ”表示 法 ,县 
把 0 表示 为 “0”,1 表示 为 “10”,2 表示 为 "110”…… 以 此 类 推 ,= 可 表 
示 为 “1"0”, 也 就 是 2 个 ] ,后 面 再 跟 上 一 个 零 . 零 的 作用 犹 似 计算 机 
必需 读 入 的 相继 数目 中 间 的 休止 符 或 “逗号 ”此 种 表示 法 显然 能 够 
满足 条 件 1 与 2, 但 筷 不 大 可 能 是 一 种 实际 可 行 的 办 法 ,即便 对 中 等 
大 小 的 数 也 不 行 , 因 为 它 将 需要 用 十 1 位 才能 表示 4. 我 们 真正 需 
要 的 是 一 种 能 满足 条 件 1 与 2, 而 又 尽 甚 紧 竣 的 表示 方法 . 

第 二 种 最 简单 的 解决 方案 也 许 是 基于 常见 的 .整数 的 二 进 制 记 
法 , 即 10,1.410,11,100,.101,…)}. 这 时 ,无 论 条 件 1 或 条 件 2 均 不 能 
满足 ,但 我 们 可 以 把 此 种 表示 法 加 以 改进 ,其 办 法 是 ;在 数 的 一 进 表 
示 法 的 前 面 加 上 -- 个 表明 字 长 的 数字 序列 ,例如 : 


0—00 8.>1110000 
1->01 9 >1110001 

2 一 100 10 >1110010 
3101 151110114 
411000 16 »111100000 
511001 31111101111 
6-+11010 3211111000006 
711011 63->111 11011111 
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64—1111110000000 

127->1111110111111 

128 一 111111100000000 

255->*111111101131131 

25611111111000000000 

511—>11111111011111111 

512—>1111111110000000000 

1000-=11i1111110111101000 
— ARH i ele? RK n HORRY ls(e 是 0 与 1 的 序列 ), 册 
z 的 新 表示 法 便 是 

Lla, l 
这 里 的 le 表示 a 的 字 长 0. 如 果 用 二 进 制 记 法 写 出 x 时 需要 用 x 
位 , 则 * 的 新 表示 法 就 将 需要 2m 一 1 位 . 我 们 粗略 地 售 计 ,表示 数 芭 
所 需 的 位 数 大 致 需 要 加 售 , 才 能 毫 无 温 活 她 表明 每 一 个 表示 要 在 何 
处 结束 . 

这 一 解答 方案 仍 可 加 以 改进 ,但 在 我 们 对 之 继续 探讨 以 前 ,值得 
指出 一 下 ,我 们 的 问题 实质 上 相当 于 一 种 猜 数 游戏 :一 人 任意 认定 - 
个 自然 数 , 另 一 人 试图 猜 出 它 . 该 游戏 的 规则 有 点 像 所 谓 的 “二 十 个 
问题 ”: 对 非 负 整 数 x, 猜 数 者 员 能 发 问 “ 你 的 数 是 否 小 于 x?” 而 另 一 
人 只 能 回答 “是 ”或 “ 否 ”. 当然 此 种 游戏 可 以 比 20 个 间 题 持续 更 久 ， 
因为 根据 20 个 是 或 非 问题 的 回答 将 无 法 区 别 比 2* 更 多 的 数 , 可 是 
准许 认定 的 秘密 数目 却 有 无 穷 多 个 . 虽然 如 此 ,人 们 的 一 般 想法 是 要 
尽 可 能 快速 地 把 数目 猜 出 米 . 

此 种 猜 数 游戏 与 序列 表示 之 间 的 联系 是 不 难看 出 的 . 猜 数 者 能 
猜 出 一 切 自然 数 的 任何 办 法 都 将 是 满足 条 件 1 与 2 的 某 种 解决 方 


@ CRATE) :让 我 们 举 一 个 实例 说 明 一 下 . 数 34 的 二 进 表 示 为 11111, 由 此 可 见 4< 相 
当 于 1111, 其 字 长 为 4, 于 是 在 写 出 31 的 新 表示 法 时 , 须 将 1 重复 4 次 , 即 委 111101111. 
其 他 数目 可 依 此 类 推 . 
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案 : 我 们 只 要 简单 地 把 ”的 表示 看 作为 一 串 " 是 或 否 ? 问 题 的 回答 , 设 
想 秘 密 认 定 的 数目 是 0 代表 “是 ”,1 代表 “ 否 ”. 反 过 来 ,只 要 给 出 
满足 条 件 ] 与 2 的 解决 方案 ,我 们 即 可 构造 出 一 个 对 应 的 猜 数 策略 ; 
只 要 我 们 允许 猿 数 者 香 出 -- 个 笨拙 的 问题 “你 认定 的 那个 数 小 于 无 
穷 大 吗 ?”( 其 回答 当然 水 远 为“ 是”; 这 种 情况 意味 着 ,在 满足 条 件 ] 
与 2 的 某 些 解决 方案 中 ,每 种 表示 都 是 以 0 开头 的 ). 

我 们 在 上 面 最早 提 到 的 一 元 方案 相当 于 猜 数 者 采用 以 下 办 法 提 
出 问题 : 

你 的 那个 数 小 于 1 吗 ? 

你 的 那个 数 小 于 2 吗 ? 

你 的 那个 数 小 于 3 吗 ? 
we 以 此 类 推 ,直到 他 碰 到 第 一 个 “是 ”的 答复 为 止 . 我 们 的 第 二 种 方 
案 要 聪明 得 多 , 它 以 下 面 的 一 捉 问 题 开始 : 

你 的 那个 数 小 于 2 码 ? 

你 的 那个 数 小 于 4 吗 ? 

你 的 那个 数 小 于 8 吗 ? 

这 样 以 此 类 推 …… 直到 第 一 个 “是 ”的 答复 暴 韦 了 那个 秘 疹 数 的 数量 
级 , 接 下 来 就 可 用 “二 分 法 搜索 ”把 那个 数 括 出 来 . 

基于 猜 数 游戏 与 表示 问题 的 此 种 等 价 关 系 , 即 可 明了 , 猜 数 者 的 
一 种 良好 策略 即 对 应 于 数 的 一 种 紧凑 表示 . 因此 我 们 去 探索 一 种 优 
秀 的 表示 法 ,实质 上 就 无 异 于 去 榨 索 一 种 良好 的 猜 数 技巧 . 

顺便 说 一 句 , 猜 数 游戏 并 不 是 浅薄 无 黎 的 , 它 有 重要 的 实际 应 
用 . 例如 ,给 出 一 个 多 项 式 f(z}, 如 当 fC(0) 为 负 值 ,又 对 足够 大 的 z， 
J(z) 为 正 值 时 , 确 知 f(z) 恰 有 -~ 个 正 根 , 则 当 且 仅 当 FO TE e 
根 才 是 小 于 = 的 .因此 , 猜 数 的 好 办 法 势 将 得 出 -一 种 不 必 计 算 f 的 导 
数 , 而 能 确定 很 的 位 置 的 有 效 算法 . 

如 果 我 们 能 够 意识 到 这 实质 上 是 利用 一 元 办 法 来 表示 4 的 二 进 
表示 法 的 长 度 , 那 么 上 面 所 说 的 第 二 种 解决 方案 还 可 改进 ,因为 二 进 
的 办 法 还 可 用 其 他 办 法 来 取代 ! 换言之 ,由 于 对 a 的 长 度 进行 编码 
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的 序列 1"0 仍 有 可 能 改 用 更 紧 竣 的 1a| 的 表示 来 取代 . 反复 运用 以 
上 概念 ,我 们 将 能 得 到 庞大 数字 的 . 越 来 越 简 短 的 表示 法 ,而 最 终 将 
导致 如 下 的 递归 方法 : 先 猜 一 下 数 ” 的 一 进 制 位 数 , 再 用 二 分 搜索 法 
来 确定 x 的 准确 数值 - 猜测 的 二 进 制 位 数 时 , 仍 可 递归 地 应 用 同样 
办 法 ,于 是 我 们 可 以 先 猜 的 位 数 里 头 的 位 数 ,再 猜 % 的 位 数 中 的 位 
数 中 的 位 数 ,…… 如 此 等 等 由 此 可 见 , 递 妇 方 法 中 的 前 儿 个 提问 是 : 

你 那个 数 小 于 1 4? 

你 那个 数 小 于 2 Rh? 

你 那个 数 小 于 4 吗 ? 

你 那个 数 小 于 16 吗 ? 

你 那个 数 小 于 65536 码 ? 
eeo 如 此 继续 进行 下 去 , 直 全 答复 为 “是 ”. (请 注意 2 二 2', 4 一 27,16 
= 2',65536= 2", 上 下面 一 个 问题 将 涉及 2°". ) 按 此 种 方式 应 用 递归 
FE. HERAT BP OB eH LH IG RE ah 
归 . BO SR i ae Ra AE aS CL Ge A AE HE H fi y i E k gA E 

可 用 极其 简单 的 方式 来 定义 与 递归 猜 数 法 相对 应 的 递归 表示 
法 : 令 8 为 表示 za 的 0 与 1 的 数字 序列 . 列 

R(0) = 0; 
R((1a)2) = RCla| a, 

这 里 的 (la)* 是 一 进 制 表示 为 fa 的 数 ,而 1ai 是 序列 a 的 长 度 .一 些 


较 小 的 整数 可 表示 如 下 : 

00 71110011 

1 一 10 8 一 11101000 

2» 1100 9— 11101001 

3 一 1101 1011101010 
41110000 iS 1) 101113 
51110001 16—>111100000000 
6— 1110010 3I 一 111100001111 
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32— 1111000100000 

63—1111000141111 

64—~11110010000000 

127 1111001011113) 

|28+111100110000000 

255->111100111111)11 

256-—} 1110100000000000 

511—>11110100011111111 

512->111101001000000000 

1000 1£1101001111° 61000 

容易 看 出 ,这 种 表示 法 满足 条 件 1 与 2. 怎样 把 递归 方法 转变 为 
进 代 方法 ,对 此 感 兴趣 的 计算 机 科学 家 将 乐 二 寻找 一 种 简 单 的 韭 递 
归 算 法 ,使 一 蝇 给 出 4 的 表示 后 能 立即 得 出 其 数值 . 此 问题 的 管 案 请 
BAA KE. | 

-个 太 数 二 的 递归 表 于 大 致 柑 当 二 此 数 的 一 进去 示 之 半 . 例如 ， 
在 一 进 制 方案 下 , 数 2555 一 ! 的 表示 为 序列 

arg | BSH 
HKEE 131C71, 而 在 递归 方案 下 .其 表示 
1591 584 

(A 65560 RIE. 反之 . 沼 # 很 小 时 , 归 清 算数 值 , 则 递归 方案 兰 
实 沉 要 一 些 功 夫 , 看 2 与 127 之 间 的 各 数 ( 包 括 2 与 127 RRS A 
内 ) ,一 进 表 示 要 比 递 归 表 示 更 短 .! 仅 当 p= 0 BE e512 时 递归 办 法 
ARF lke. ) 因 此 .在 很 多 应 出 中 ,和 于 愿 使 用 二 进 方案 . 

倘若 我 们 注意 到 除了 0 以 外 ,使 型 递归 法 的 一 切 序列 都 以 工 开 
始 , 则 我 们 就 有 订 能 改进 较 小 数 日 x 的 递归 表示 法 . 如 果 我 们 只 需 表 
示 严 格 下 数 , 则 不 炉 省 路 掉 数 列 开 涉 的 那个 “1”. 另外 ,自然 数 与 严格 
正 数 是 一 一 对 应 的 ,上 必 存 作 -… 种 表示 OC) DATE 1G 

Qin) = Rin + L). 
施用 此 各 经 过 修正 的 递归 方案 ,我 们 有 : 
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0—0 

1— 100 

2 — 101 

3 — 110000 

4 — 110001 
以 此 类 推 ; 仅 当 a= 一 1,3,4,5,6,7 AUR 15863 时 ,二 进 方案 才 优 
于 本 方案 .同样 的 变换 办 法 也 可 以 应 用 于 8 方案 ,按照 同样 的 理由 ， 
编造 出 一 种 P 方 案 , 以 使 得 

Pin) = Oe + 1), 


于 是 就 有 

0-> 00 

1 -> Ôl 

2 10000 

3 — 10001 

4 — 10010 
HH SES A {24 n= 2.3,6,7,62,63 以 及 14n31 时 ,二 进 方 
案 才 显得 略为 优越 . 


接 照 某 种 意义 来 说 ,如 有 可 能 ,我 们 当然 希望 能 找到 最 优 策略 ， 
但 是 很 难 确 切 说 定 这 种 提 法 究竟 意味 着 什么 . 二 元 策略 看 起 来 要 比 
一 元 策略 好 得 多 ,但 即使 是 一元 策略 , 它 在 z=0 时 也 能 胜 过 二 元 策 
略 . 下 面 我 们 将 要 看 到 一 种 不 可 避免 的 情况 . 没有 一 种 猿 数 游戏 的 策 
略 能 姓 过 别 的 一 一 所 谓 “* 比 别 的 策略 好 ?其 意义 是 指 , 对 所 有 的 z 来 
说 ,为 了 确定 ,前 者 要 提问 的 问题 槛 比 后 者 提 的 少 , 当 然 杰 剔除 一 
些 每 拙 的 问题 , 即 可 从 前 面 的 问题 的 答案 中 容易 推出 其 “是 ?或 “ 非 ? 
的 . 如 果 对 某 些 来 说 ,一 种 已 排除 策 抽 问题 的 策略 要 优 于 另 一 种 策 
略 , 则 对 另外 的 一 些 ”… 后 者 又 会 优 于 前 者 . 总 之 ,你 是 有 赢 有 输 . 

为 了 分 析 这 些 方案 究竟 好 到 何 种 程度 ,我 们 有 必要 进一步 定量 
化 (请 读者 们 注意 :本 文 余下 部 分 所 包含 的 内 容 虽 属 初等 ,但 有 时 使 
用 的 技巧 相当 精妙 ). 如 果 x 之 1, 我 们 把 满足 不 等 式 
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| 2% + 
的 唯一 自然 数 记 为 x. 故 阁 在 二 进 制 记 法 中 4 一 Qo)s 则 数 4n 是 |a1， 
即 a 的 长 度 . 为 了 方便 ,可 定义 加 二 0, 因 此 只 要 % 是 自然 数 ,nr 也 是 
自然 数 . 我 们 又 可 和 将 Aani E Xan, 如 此 等 等 . 进而 种 AK AA 
的 严重 反复 , 即 Ara, r= Adan. 最 后 ,我 们 也 可 用 %'n 以 表示 
使 Mr 一 0 的 最 小 整数 m. 
可 以 很 容易 地 应 用 此 种 函数 来 代表 的 表示 的 长 度 . S ead 
此 种 长 度 , 即 表示 的 “成 本 ”( 或 代价 ). 在 猜 数 游戏 中 ,ce(x) 便 是 猜 
出 一 -个 秘密 认定 数 所 需要 的 问题 个 数 .- -元 猪 法 有 着 很 大 的 成 本 
aian) =a +), 
而 二 进 制 策略 则 把 它 降 低 到 
co 一 人 如 2 一 0 或 2 一 1; 
2 和 2 十 1 War>l. 
递归 策略 的 成 本 为 
tg(n) = An + AAn + AdAn + + + Attn +.1, 
这 里 ,由 “…" 所 代表 的 盛 穷 级 数 实际 上 是 有 限 的 ;这 是 由 于 当 mS 
an ,mn =0. 
最 后 ,经 过 修正 的 递归 策略 之 成 本 为 : 
tga) = enn + 1) — i, 
ep{n) = crn + 2) — 2. 
HEA ORE T FRAT BT ATAG RE : 24 n RACY. i a A 
本 大 约 是 二 进 方案 的 一 半 . 
如 果 对 应 的 狂 数 游戏 从 不 提问 愚蠢 的 问题 (答案 已 知 或 答案 可 
从 已 知事 实 中 推出 的 问题 ), 则 此 种 表示 办 法 称 作 是 无 完 余 的 . 其 意 
思 是 ;如 果 a 是 0 与 1 的 任意 序列 ,而 不 是 任何 ”的 表示 ,然而 a 
却 又 是 一 个 整数 的 表示 的 词 头 , 则 a0 与 al 都 将 作为 表示 的 词 头 出 
现 . 一 切合 理 方 案 都 是 无 元 余 的 , 因 若 a0 作为 词 头 出 现 而 al WH 
然 , 那 我 们 只 要 删 去 "后面 的 0( 当 a 作为 词 头 出 现时 ), 即 可 既 不 违 . 
反 条 件 1 或 2, 又 能 缩短 某 些 整 数 的 表示 . 
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无 元 余 表 未 的 成 本 丽 数 满足 一 个 重 昌 的 算 木 等 式 ， 
事实 1 设 cn) 为 -种 无 元 余 表 示 法 中 的 成 本 , 则 必 有 
zo typ taste =l. 


[证 ] 事实 上 ,车 a 是 % 的 表示 ,我 们 有 等 式 

l 1 1 
PO 十 Fii 十 … 十 per = (. as 
(对 二 进 制 中 的 :一切 # 均 成 立 ). 显然 当 2=0 时 上 式 仍 是 对 的 .因为 
在 0 的 无 元 余 表 示 中 不 可 能 有 1. 设 8 是 4 二 1 的 表示 ,我 们 需要 证 
明 


1 l 
(2 ade + PAGI =(. Bo. 


由 只 使 用 1 的 序列 来 表示 的 数 是 没有 的 ,因为 在 辞典 顺序 上 接 
在 序列 1" 后 面 的 只 是 那 种 作为 词 头 的 序列 . PEG oz 十 2 ”小 于 
LBS. at? = maareh EKTO 4)s 叉 没有 把 a 作为 
词 头 的 二 进 制 数 中 最 小 的 一 个 数 . 如 果 ( BD = C bibb 不 等 于 
C maage), $ j EREE ba 的 最 小 的 joii AEE ae 一 1 的 最 大 的 
k PENTA G bibb (ads 因而 天 一 1 一 0. FB ej, 
JEF] bbi- 是 一 个 多 余 的 间 头 ,因为 如 …b-11 是 作为 * 二 1 的 表示 
的 词 基 出现 ,然而 强 ……B; 10 从 来 不 作为 词 头 出 现 . Ok WF 
Fil areari 是 -~ 个 元 余 的 词 涉 ,这 是 因为 a…o-10 作为 数 # 的 表示 
的 词 头 出 现 , 但 aera.) 从 来 不 作为 词 头 出 现 . (请 注意 是 在 «中 
最 右面 的 0 的 位 星 . ) 

答 易 验证 ,对 一 圾 x 来 说 ,1* 玫 作 为 词 头 而 出 现 , 如 果 现 在 1: 是 
的 表示 的 - -个 词 头 , 则 和 式 

2 0D 二 280 十 十 eeno 

WES FC 19: 一 1 一 2 与 :之 间 , 因 而 当 rx 一 避 时 ,无 限 项 和 式 将 收 
全 于 1. 证明 完 

《此 证 法 同时 利用 了 1 与 2 两 条 性 质 , 如 果 只 假定 性 质 1, 则 结 
果 就 将 不 真 . 例如 ,下 列 步骤 将 对 非 元 余 方 式 中 的 每 个 整数 a, 以 及 

386 


eret 


任意 固定 的 2, 产生 一 个 长 度 为 x 十 * 的 表示 : 先 用 RR 0, 然 
后 对 一 1,2,3,，… 和 寻找 一 个 序列 ,以 使 得 (a)a 曾 作为 某 些 小 于 ? 
的 数 的 表示 的 词 头 而 出 现 ,但 并 没有 作为 数 的 表示 而 出 现 ;(b)c0 与 
al 都 不 曾 作为 词 头 出 现 ;(c)e 是 满足 (a) 与 (b), 并 尽 可 能 最 短 的 厅 
列 .于 是 任意 长 度 为 * 十 £, 有 着 以 前 从 林 出 现 过 的 a0 或 ol 作为 词 头 
的 序列 都 可 以 作为 WER. 例如 ,* 一 2 的 这 样 一 种 表示 法 将 由 下 


面 一 些 数 开始 : 
0—00 3—11000 6— 11100000 
1 >100 4->011000 7010100000 
2 一 0100 5 1010000 8—01 1 1000000. 


另 一 方面 ,对 - 切 满足 性 质 1 的 表示 ,不 难 证 明 上 下列 不 等 式 
1 l 1 he 
ge) + 2e00 + PAE 十 … = 1. 


这 一 关系 ,通常 叫做 克 雷 夫 特 (CKrafty 氏 不 等 式 [9]) 
也 存在 着 事实 1 的 逆 命 题 , 即 
事实 ? 设 c(0),c A), ce (2),… 是 正 整 数 的 非 减 序列 ,日 有 


1 1 1 
Ze + PA + p Ton e 


则 必 存 在 着 一 种 具有 成 本 丽 数 c Cn ) 的 非 元 余 表 示 法 . 

[证 ] 如 果 % 的 表示 o 可 通过 式 子 

2 0 十 20 十 … 二 20 一 (oa 

EX Hlal e(a) .我 们 即 可 得 到 其 有 所 需 性 质 的 方案 .证 明 完 
毕 . 

车工 是 一 种 无 完 余 的 表示 方案 ,其 成 本 区 数 cx 是 非 单调 的 , 则 
我 们 可 以 重 排 这 些 整数 以 得 到 具有 同一 成 本 ,但 按 非 减 顺序 整理 的 
其 他 表示 办 法 - HK 1,2 现在 表明 确实 存在 着 一 种 拥有 这 些 整 理 过 
的 成 本 的 无 元 余 表 示 . 拥有 单调 成 本 函数 的 表示 方案 可 称 标准 方案 ， 
这 是 由 于 绝 大 多 数 应 用 都 宁愿 要 关系 式 x(n) < cxlw 十 1)( 对 一 切 # 
而 言 ). 
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让 我 们 设法 寻找 可 能 有 的 最 佳 方案 (重点 放 在 渐 近 问题 上 ,也 就 
是 放 在 极 大 整数 的 有 效 表 示 上 ) 以 结束 我 们 的 研究 . 很 明显 ,一 进 方 
法 比 一 元 方法 更 为 有 效 . 我 们 也 问 样 认为 递归 方法 优 于 二 进 方法 , 因 
为 在 表达 大 数 方面 ,前 者 比 后 者 有 更 为 卓越 的 性 能 . 以 上 这 些 实例 阿 
我 们 暗示 采用 以 下 的 定义 :“ 若 对 一 切 大 数 #,cx (a) Key (a), 而 对 无 
限 多 个 nex Ca <ey (2) WAAR RR RRM x HRA EX KEK 
— 7 BOA RRA pa cr Cn) RB SE OY”. PRB IK — eX 
了 ,而 了 FZ N) FZ 

显然 递归 方法 P,@, 中 都 优 于 二 进 方法 B, M 8 优 于 一 元 方法 
5 然而 , 当 我 们 试图 比较 三 种 递归 方法 的 优 劣 时 ,事实 表明 没有 一 
种 方法 比 别 的 方法 更 好 . 几乎 在 一 切 时 刻 方 法 P 都 是 最 好 ,特别 是 ， 
只 要 加 二 4 十 2) ,我 们 总 会 有 cr 人 rR)= 二 cy(R) 一 1 二 cntn) 一 2. 但 是 , 确 
实 存在 着 无 限 多 个 x, 其 时 8 ERT PA RAME n= 2—2, kl 
的 场合 ) ,也 确实 存在 着 无 限 多 个 *, 其 时 玉 要 比 P 与 @ 都 好 (例如 
当 一 2” 一 1 的 场合 ). 这 些 事 实 向 我 们 暗示 也 许 不 存在 胜 过 方法 R 
的 方法 ,按照 那 种 意义 ,我 们 也 许可 以 下 结论 :方法 R 是 “最 佳 的 ”. “ 
然而 ,这 种 想法 却 被 下 列 事实 所 粉碎 了 . 

事实 了 若是 任 一 标准 表示 方案 , 则 必定 存在 着 优 于 X 的 另 
一 标准 表示 方案 》，, 使 对 于 只 除 掉 一 个 值 的 所 有 = 值 ,都 满足 关系 式 
cra) Kerin). 

[证 ] 本 证 法 的 大 致 思路 是 要 选择 一 个 长 度 为 < 的 序列 ,然后 
用 无 限 多 个 ,相应 长 度 为 c 十 1,c 十 2;c 十 3… 的 序列 去 蔡 代 它 , 因 2- 
一 2 一 1 十 2 a eo n, 7 

为 了 把 证 法 写 得 更 合乎 常规 ,我 们 可 以 假定 X EETRI. X k 
1, a EREE cx (nd =k 的 那些 n 的 个 数 , 并 令 ;为 能 使 a>>0 的 
BUDA j it b= a,— 1, kat 1 Ot — Hl A> 9). 则 必 存 在 一 个 唯一 
HERAN crCa) CRE bho AREN oy) =t AY n 1, ee ae BE 
满足 关系 式 Zor H T pH aan m Er L DaD aee, 由 事实 与 事 
实 2, 存 在 着 一 个 具有 成 本 函数 o 的 无 元 余 表 示 法 . 再 进一步 ,容易 
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看 出 ,除了 独一无二 的 * 和 值 可 使 er(a) 一 5 以 及 ex(n +1) Zah 
其 他 所 有 的 ” 值 都 有 ovr <ex(ad; 此外， 凡是 ft lerln l)a 
cx(a) 的 场合 ,都 会 有 cr (a) <ex(n). HEARSE. 

想 要 找 出 一 个 严格 最 佳 方案 是 毫 无 希望 的 ,因为 只 要 我 们 反复 
应 用 在 事实 3 的 证 明 中 所 说 的 办 法 ,将 会 得 到 一 族 越 来 越 好 的 方案 ， 
其 中 的 每 一 个 都 优 于 前 一 个 . 然而 ,事实 表明 ,没有 一 种 方案 能 显著 
优 于 我 们 的 递 妇 方案 R, 尽 管事 实 3 向 我 们 保证 可 以 进行 逐步 改良 . 

事实 4 设 如 为 由 下 式 

An = Ja 4+ dan + àin po 
TE SLAY PRA WE — AS - - SR TE TY AR PR CE 
使 无 限 多 个 满足 
cln) > An + Ah“ n 


[WEIS do) 一 如 十 22'm; 我 们 将 证 明和 式 之 ,2 O RL AER 
足以 完成 证 明 , 因 著 对-… 切 w>m,cCDsse(oD 时 ,我 们 将 有 可 能 成 立 
的 不 等 式 

1 一 pt D Oa JAg Bye ae, 


Caan 


- 般 地 说 ， 如 果 对 任意 函数 9 f(ay=Aatgi"a), 则 我 们 有 


NS 
2 JI A 2 


由 于 左边 可 以 写作 
DN 
ase 2" D pe 
并 对 m1 ,有 
1 -1 上 
ù pa > TA pal >; pa 
a*a=m A ame m-i a'k -一 1 "=m 


因而 当 且 仅 当 和 式 3)2- RR, AR D2 发 散 ,而 实际 
wz0 =) = 


情况 确 是 如 此 . E oH. 
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利用 同样 的 证 明 技 巧 ,我们 可 以 证 明 , 对 任何 圈定 的 表示 方案 ， 
任何 固定 的 mr, 实际 上 将 无 限 多 次 出 现 以 下 不 等 式 . 
eln) > An + Aln + AAT ATR OH oe ACA* Yo ACA* TTR, 
怎样 才能 改进 方案 R 以 使 我 们 获得 极其 接近 于 这 一 下 界 的 “最 
终 ” 方 案 ? 我 们 将 进行 说 明 , 以 此 结束 本 节 . 序列 Re) yo 1 *0 开始 ， 
这 是 一 个 长 度 为 入 np 一 1 的 序列 ,其 作用 是 识别 An RECE 
一 个 长 度 为 An 的 序列 ,其 作用 是 -- 旦 7*n 凯 知 时 ,用 以 标志 的 特 
VE. 在 此 种 意义 十 ,R 方案 是 先 从 利用 - -元 方案 猜测 Aa 入 手 的 ,而 
我 们 业已 知道 可 以 十 得 更 好 一 些 .让 我 们 利用 & 方 案 来 决定 hn, gh 
后 像 以 前 一 样 来 决定 4 我们 将 此 种 办 法 称 为 BR 方案 . BHAI MAK 
Palan) — AR nih) — An t Adta bAtAta2 t+ l 
ge AS RR 表示 将 由 序列 140 开始 . 
但 基 , 清 等 Re 让 我 们 从 猜测 ac ae 开始 ,于 是 我 们 将 得 到 - 
RRR TSS HERRAR 
Cry) = An i Aå n b crl àti’ n) 
An H AA n pt AA A'n + AA A u +- l. 
fr 方案 的 成 本 函数 等 十 
e(n) — Aror MZ ACO YR An bi, 
KDX — RL ABT FRAY ESE EF. 


xO 


Philip Davis CAITER DL - - KRR AEA AT AB PAT ACR -2E 
初等 性 质 . 表示 方案 的 问题 原先 由 Levenshteinf1i] 探 讨 过 ,他 提出 了 
刀 方 案 , 并 且 证 明了 存在 着 无 限 多 个 ma 可 使 <(a) > An a'n; ibik it 
论 了 多 于 两 个 符号 的 表示 方案 . 表示 问题 也 曾 独 立地 由 Elias (53, 
Even 和 Rodeh5s] 进 行 过 研究 :Bentley 与 Yao[2] 曾 提出 无 界 搜索 的 
狂 数 游戏 . ARE + OF] Clim Boyce) JRE + 富 克 斯 (David Fuchs) 
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在 与 本 文 作者 最 近 的 一 次 谈话 中 提出 了 己方 案 与 4 方案. 

在 文献 [8 中 讨论 了 远 较 本 文大 得 多 的 数 , 利 用 那 篇 文章 中 的 记 
法 ,我 们 将 有 a OA Am HMI RA lh Ah m= (2H HA 
(mm 一 1)) 十 1, 它 提示 我 们 ;我 们 已 推导 出 的 上 界 与 下 界 毕 况 并 不 是 
靠 得 很 近 ;在 我 们 与 超自然 数 打 交道 时 ,引进 函数 生 和 与 和 2 等 
iA B+ ARE: TREAT AE RE RRA. 

-位 古代 中 国 数学 家 徐 岳 ( 约 公 拒 200 年 左右 在 世 ) 曾 探讨 过 大 
BoE. Hep is ie ay IT C= 108), “47 == 10"). IK — 10"), 
“oe C= 10"). eS RA A ECR AR at CAL C127) 87 
页 ). FR TE [A] BE Zs Hy (Tung Yun-Mei ,译音 ) 表 人 澳 意 ,好 为 我 提供 了 这 
篇 参考 文献 . 

在 本 文 所 讨论 的 表示 问题 与 算法 复 信 性 的 信和 总 论 概念 (最 早出 
苏联 的 列 文 (L. A. Levin) H if iR EY FIT CG. J. Chaitin ) fh sz He BF 
行 过 探讨 ) 之 加 有 普 一 种 美妙 的 联系 . HE F A R Ce) 5 列 文 称 之 为 
KP (a), W XRC; ii KE PR A H a), SCARS ATLA 
WRK: aD FEE -种 日 然 数 的 表示 方案 , 它 满足 茶 件 IR 
ALA Ln). (b) 对 每 一 种 能 满足 条 件 ] HAG RAE COON RR 
案 , 存 在 普 一 个 常数 C, 使 满足 关系 式 WIS +C. A B.C) 
表示 茶 一 算法 的 长 度 , 而 此 种 算法 是 计算 4 的 "最 简单 "描述 . 从 计算 
数学 观点 看 . E PA R i(a) 不 能 计算 ,但 它 可 以 从 二 而 进行 “ 米 计 
算 ”, 这 个 意思 是 指 ,如 果 术 wa) 当真 比 一 个 给 定数 吉米 得 小 , 则 我 们 
可 用 在 限 时 间 证 明 这 个 事实. 如 果 (是 满足 条 件 1 与 2 的 任意 表 
未 方案 的 成 本 方案 ; 则 存在 一 个 能 使 2 pindia) 或 了 的 党 
REC. 另外 ,存在 -个 常数 以 使 得 | An-ti n) -- max eed O Cm 
天 是 ,我 们 给 年 的 作法 将 在 maxi cee CO) ERE TEAR. 对 这 些 文献 村 
料 ,我 应 感谢 Péter Gács. 


参考 文献 


1 Archimedes. 1956. The Sand Reckoner. In The World vf Mathematics, vol. |, ed. 
391 


Ee anam aapna EEN AL LE TS ma FR 


10 


11 


12 


James R. Newman, pp. 426-31. New York:Simon and Shuster. 

Bentiey, J. L- and Yao, A. C. 1976. An almost optimal algorithm for unbounded 
searching. faf. Proc. Letters 5:82—87. 

Chaitin, Gregory J. 1975. A theory of program size formally identical to informa- 
tion theory. Journal of the ACM 22,329—340. 
Davis, Philip J. 1966. The Lore of Large Numbers, New Mathematical Library , vol. 
6,New York; Random House. 

Elias, P. 1975. Universal codeword sets and representations of the integers. (HEE 
Trans. Inform. Theory IT-21;194—203. 

Even,S. and Rodeh,M-. 1978. Economical encoding of commas between strings. 
Comm. of the ACM 21:315— 317. 

Gács , Péter. 1974. On the symmetry of algorithmic information. Soviet Math. Dokia- 
dy15,5:1477—1480,15.6;v. 

Knuth,D. E. 1976. Mathematics and computer science, coping with finiteness. Sci- . 
ence 194:1235— 1242. 

Kraft, L. G. 1949. A device for quantizing grouping and coding amplitude modu- 
lated pulses. M. S. thesis, Electrical Eng. Dept. , Mass. Inst. of Technology. 
Kronecker, L. 1893. Remark in a lecture at the Berlin scientific congress, 1836 - 
“Die ganzen Zahien hat der liebe Gott gemacht,alles andere ist Menschenwerk. ” 
Quoted by H. Weber in Math. Annalen 43,15. 

Levenshtein, V. E. 1968. On the redundancy and delay of decodable coding of nat- 
ural numbers. Systems Theory Research 20; 149—155. 

Needham, Joseph. 1959. Scence and Civilisation r Chaa 3 Cambridge, Cambridge 


University Press. 


答案 与 解法 


珂 基 米 德 的 最 大 数字 应 读 作 :， One septendecyllion trevigintyllion quattuorvig- 

intytlion quinvigintyllion sexvigintyllion septenvigintyllion octovigintyltion trig- 

intyliion untrigintyllion quattuortrigintyllion septentrigintyllion octotrigintyllion 

novemtrigintylion quadragintyllion duoquadragintyllion trequadragintyllion octo- 

quadragintyllion novemqnuadragintyllion | quinquagintyllion | quattuorquin- 

quagintyltion.( 对 这 个 数 来 说 ,他 定 的 名 称 要 短 得 多 ,但 新 命名 法 在 许多 其 
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他 场合 要 比 他 的 办 法 更 为 优越 ). 

硕 便 提 一 句 , 大 数 的 美国 式 叫 法 所 用 的 拉丁 文 很 整 脚 , 壁 如 说 ,sexderillion 
By UU A “sedecillion” , novemdecillion 应 叫 艇 “undevigintillion”, 所 以 大 和 们 搞 不 清楚 美 
国 式 命名 法 究竟 能 够 外 推 到 多 还. 
2 一 个 latinlatinlatinbyllionyllionyllionyllion 相当 于 


10000000000097 
2107 SO 十 
2449 +2) 


10 

为 了 简短 起 见 , 我 们 可 以 把 它 叫 做 个 umptyllion. 
5 RARER BME : 设 输入 序列 为 siszsg… ,其 中 每 一 个 s 都 是 0 或 
1. H k ARORA BAH. HBAS RHEE om 为 实现 递归 过 程 时 的 栈 
的 深度 ,ea 为 返回 的 答 数 . 下 面 的 递归 方法 具有 * 个 初始 零 值 ,从 利用 唯一 的 全 局 
变 元 , 它 是 与 定义 直接 对 应 的 . 

过 程 民 
时 ke 十 1. 
如 = 二 0, 置 4 一 0, 退 出 过 程 RR. 
否则 ,调用 中 递归 地 )- 

然后 置 lan ax]. 

EDORA RE ekt lrer +s iei l. 

IR Hit R. 
通过 机 械 转 换 , 这 一 递归 式 程序 可 以 转变 为 下 列 纯粹 的 迭代 式 程序 : 

E kei, AR meo. 

在 s 一 1 时 ,反复 池 安 置 mm 十 1 以 及 et 十 1 

B nel, 

在 m>O HY. R RIT F PRE : 

置 mem—]l, ienr, ee}, 
Æ E> OW. RAER tekt lrer Haiei- l 
与 此 相应 的 编码 过 程 可 以 类 似 地 处 理 . 
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什么 是 图 ? 提起 “图 ”这 个 词 , 大 多 数 人 就 会 想起 图 |! 中 所 未 的 
那 种 商人 用 的 曲线 图 ,或 痛 是 - -条 光滑 的 曲线 ,如 图 2 所 示 , 它 反映 
了 某 种 数学 函数 的 性 质 . 但 是 对 于 越 来 越 多 的 数学 家 来 说 ,这 个 说 所 


图 1 图 2 


代表 的 意 妃 就 截然 不 同 卫 . 这 就 是 和信 们 所 关心 的 ,在 菜 种 意义 上 说 是 
数学 的 -个 分 支 , 丈 为 图 论 . 当 上 人 和 丛 (在 这 个 意义 上 ) 说 到 图 时 HL 
里 就 形成 了 由 一 些 点 BPE A RES A Fa A ER TA 
的 图 形 ,这 些 线 常 党 被 称 作 * 边 ”如同 3 给 出 的 就 是 这 种 例子 . CR 
所 要 讨论 的 正 是 这 - -类 图 . ) 这 样 的 对 象 就 是 人 们 走 在 街道 上 会 联想 
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到 的 网 络 ( 这 个 名 词 对 于 图 论 学 家 来 说 可 能 稍 许 还 有 些 其 他 的 特殊 
X). l 

图 论 研究 这 些 图 及 其 忻 质 的 理论 一 一 起 初 是 拓 村 学 的 一 个 
分 支 ,事实 上 ,它们 和 兽 被 认为 是 “ 拓 村 学 的 杂碎 ”, 亿 它 现在 已 恋 得 受 
ABW GERARD) ,被 认为 相当 重要 了 ,人 们 发 现 它 的 应 
用 贯穿 于 数学 与 其 他 科学 领域 中 的 许多 问题 之 中 . 


为 什么 一 门 初 看 起 来 并 不 比 铅笔 在 纸 上 随 意 乱 画 更 好 - - 些 的 学 
科 却 会 具有 重大 的 作用 ?我 们 通过 观察 局 围 的 扣 物 来 回答 这 个 问题 ， 
看 看 日 常生 活 中 究 竞 有 和 多少 重要 的 事情 本 质 上 是 图 的 问题 或 是 能 用 
图 表示 的 问题 . 例如 ,出 现在 人 们 脑海 旦 的 是 形形色色 的 通讯 系统 ， 
电话 网 络 ( 电 话 线 把 许多 城市 联络 起 来 ) ,公路 ,铁路 或 航空 线 ,等 等 . 
在 这 些 例子 中 .对 象 木 身 就 有 着 图 的 形状 ,例如 线 , 路 ,等 等 . 这 些 都 
是 图 形 中 的 边 , 把 一 些 结 点 (如 上 例 中 的 城市 ) 成 对 地 连结 起 来 . 
我 们 同样 可 以 把 图 论 用 到 那些 本 身 并 不 像 图 的 事物 之 中 ,通过 
愧 造 一 个 图 来 肆 括 它 的 某 些 重要 特 忻 . 例如 ,请 你 考虑 一 下 集会 中 的 
一 群 人 . 我 们 可 以 这 样 构思 :把 每 个 人 当 作 PAR. SBT AME 
熟悉 时 ,就 把 他 们 用 -条 线 连 结 起 来 . 这 样 构成 的 图 如 司 4 eS. 我 
们 可 以 从 这 个 图 形 中 看 出 许多 东西 ;例如 ,我 们 认为 图 4a 的 集会 i 
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BALE: A 4 的 集会 比较 好 ,但 是 看 来 有 “小 集团 ”; 图 4c 则 是 
“ 野 ”得 很 . 


{b) (c) 


HiSERN HE. FR LMSW ZAM SRA BA n Ae 
不 出 ,图 3 就 是 一 例 . 正 因 如 此 ,我 们 才 把 每 个 结 点 画 成 小 圆圈 ,从 而 
不 至 于 使 那些 类 似 于 AB CD 的 交叉 点 误 为 结 点 .也 有 些 图 形 没有 
这 种 交叉 ,这 类 图 形 称 为 “拉面 图 ”, 我 们 将 在 下 文中 再 次 遇 到 . 

作为 图 论 中 -个 实际 问题 ,我 们 假设 有 :个 破坏 者 或 是 特务 ,他 
想 破 坏 一 个 复杂 的 电话 网 络 . 他 想 知 道 应 该 切断 的 最 少 电线 数 , 或 是 
应 该 炸 掉 最 少 的 交换 器 ,以 使 完全 切断 某 些 关键 地 点 的 一 切 通 讯 联 
络 . 这 个 间 题 涉及 到 图 的 “连通 性 ”. 我 们 还 可 以 在 每 条 边 上 标 上 数 ， 
来 进一步 深化 图 的 概念 ,在 这 种 场合 下 我 们 就 得 到 了 所 谓 的 “网 络 *. 
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图 5 就 是 一 例 . 这 些 数 可 以 是 两 点 间 的 距离 ,也 可 以 是 两 个 地 方 之 间 
的 货物 运费 ,或 者 是 其 他 什么 的 . 可 见 ,网 络 可 以 用 来 描述 广泛 领域 
中 的 内 容 , 而 运筹 学 中 一 些 重要 而 不 断 发 展 的 领域 也 联系 着 网 络 及 
其 特性 . 

正 是 由 于 这 个 原因 ,几乎 图 论 的 所 有 研究 都 有 其 实际 的 应 用 ,至 
少 是 潜在 有 用 . 然而 也 有 例外 .一些 图 论 学 家 躲 在 图 论 大 厦 的 黑暗 角 
落 ,仔细 地 避 开 现实 世界 的 光线 ,他 们 忙 忙碌 和 碌 在 解决 的 问题 ,离开 
DP AR RE TE. 这 些 人 热衷 于 图 的 计数 ,所 关心 的 问题 是 “如 此 这 般 的 
图 一 共有 多 少 种 ?这些 图 论 计 数 的 爱好 者 们 花费 许多 时 间 在 清点 图 
形 的 个 数 , 或 者 寻找 更 好 的 点 数 方法 . 这 晨 一 种 奇特 的 工作 ,但 并 非 
ERRE. 

“Tre RSE AT APR A. HS EERE HF ZR? 
我 希望 在 本 文 结束 时 至 少 能 给 读者 一 个 初步 的 回答 . 


凯 菜 (Cayley) 和 树 的 计数 
图 论 计 教 的 先驱 是 亚 巧 . 凯 莱 (Arthur Cayley) By i fi SA 1857 
年 开始 提出 和 解决 了 许多 关于 * 村 "的 计数 问题 . 图 论 学 家 所 定义 的 


树 是 一 种 连通 (整个 图 成 为 一 个 整 块 ) 而 设 有 回路 的 图 . 为 了 理解 什 
么 是 一 个 回路 ,请 考虑 一 张 公路 网 络 图 ， 这 里 失措 的 一 个 回路 ,就 是 


Se SS sh 
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从 公路 的 起 始点 开始 走 ;在 经 过 每 个 结 点 不 多 于 一 次 的 情况 下 同 到 
起 始点 的 路 径 . 如 果 把 同 划 起 始点 这 个 条 件 去 掉 , 那 就 是 图 论 学 家 所 
请 的 “路径 ” 万 一 种 关于 树 的 定义 是 :任意 给 定 两 结 点 间 只 有 唯一 路 
答 的 一 个 疼 . 图 3 fas A REY. AO EFF UT BR ABCDEFG4, 图 6 
所 未 的 图 是 树 ,读者 很 容易 明白 为 什么 这 些 图 可 以 称 为 树 . 

树 中 边 的 数目 总 是 比 结 点 数 少 1 (问题 1: 请 让 实 这 点) 因此 
关于 树 计数 的 最 基本 的 问题 是 包含 个 结 点 的 树 有 和 多少?” 这 就 是 
一 个 遍 莱 所 解决 的 问题 . 

图 论 计数 问题 中 , 淹 清 究 况 数 些 什么 东西 是 十 分 重要 的 . 当 我 们 
问 “ 这 样 的 和 诸如 此 类 的 不 同 冬 形 有 多 少 ? 时 ,我 们 尤其 需要 知道 我 
们 所 指 的 两 个 图 象 的 相同 各 不同 是 什么 意思 ,这 随 郑 问题 的 不 同 而 
异 . 通常 ,如 果 我 们 能 把 每 个 结 点 标 上 整数 1,2,3,…,P, 和 而 两 张 图 三 
对 应 的 结 点 连接 方式 相同 . 则 我 们 认为 这 两 个 图 是 相同 的 (或 用 专业 
名 词 " 同 构 ”). 

因此 ,图 ?7 中 所 示 的 两 个 图 , 切 看 是 完全 不 辣 的 ,实际 上 它们 却 
是 同 构 的 . 疼 中 显示 了 给 两 个 图 标 上 标号 的 一 种 方法 以 说 明 这 一 点 - 
(2:8 hays 10 个 结 点 的 四 张 图 . 其 中 三 张 是 后 构 的 ,， 荔 
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a: 


外 一 张 与 它们 不 同 , 谁 能 指出 它 ?) 

因此 , 当 我 们 问 “ 有 和 多少 不 同 的 图 "时 ,我 们 必须 说 明 我 们 所 指 的 
不 同 是 什么 意思 . 通常 它 就 意味 着 “不 同 构 ”, 但 这 并 不 是 必要 的 ;我 
们 还 有 其 他 的 想法 . 


一 元 树 的 计数 
现在 ,让 我 们 来 仔细 看 看 一 个 比较 简单 的 问题 ,以 体会 一 下 图 论 


计数 中 的 几 种 方法 . 我 们 将 计数 二 元 树 . 一 个 二 元 权 首 先是 一 个 有 和 根 
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的 树 . 这 意思 就 是 树 的 一 个 结 点 ,我们 称 之 为 根 ,可 以 用 某 种 方式 与 
其 他 结 点 区 别 开 来 . 在 曾 一 个 有 根 的 树 时 , 根 可 用 圆 贸 圈 开 来 (如 图 
6 所 示 ) ,或 者 把 根 画 在 图 的 底部 . 然后 ,在 二 元 树 的 每 一 结 点 上 ,至 
多 引 两 条 向 上 伸 的 边 ,它们 总 是 从 根 往 上 长 的 . 如 果 正 好 是 两 条 , 那 
么 一 条 往 左 伸 , 一 条 往 右 伸 . 如 果 只 有 一 条 , 则 或 者 向 左 伸 ,或 者 向 右 
介 , 这 两 种 可 能 性 被 认为 是 不 辣 的 . 如 果 没 有 枝 , 那 这 个 树 在 这 个 结 
点 处 就 不 再 向 外 发 展 ,这 个 结 点 就 是 树 的 端点 或 叶 , 图 9 显示 了 含有 
4 个 结 点 的 所 有 二 元 树 . 请 注意 ,由 于 向 左 伸 和 向 右 伸 的 区 别 是 十 分 
重要 的 一 一 是 定义 二 元 树 的 一 部 分 一 一 所 以 这 些 树 是 完全 不 同 的 . 
如 果 我 们 不 去 强调 这 种 区 别 ,那么 前 面 两 个 树 就 将 是 同 构 的 ,图 中 其 
他 几 对 树 一 样 也 将 变 成 间 构 了 . 


CLAY 
YVI? 


在 对 二 元 树 进行 计数 时 ,我 们 注意 到 对 于 给 定 的 任意 二 元 树 , 例 
如 含 # 十 1 个 结 点 的 汪 元 树 , 从 它 的 根部 起 总 是 有 两 条 向 上 的 分 枝 
一 -一 条 向 左 , 曙 一 条 向 右 , 它 们 被 定义 为 两 个 他 树 一 一 一 个 左 子 树 
和 一 个 右 子 树 ,如 图 10 所 示 . 如 果 用 B 表 示 含 个 结 点 的 二 元 树 的 
数目 ,让 我 们 假设 已 经 知道 B, Be, B, 的 数值 ,为 了 确定 Ba 这 个 
数 ,我们 考 囊 如 何 构成 含 4 十 1 个 结 点 的 二 元 树 . 
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根 
图 10 


这 就 相当 于 挑选 两 个 子 树 帮 为 左 . 右 子 树 (它们 总 共 售 有 个 结 
点 ), 把 它们 的 根 连 接 成 一 个 新 的 结 点 一 一 这 样 整 个 树 的 根 就 构成 
了 -那么 ,我 们 有 多 少 种 选择 方法 呢 ? MRA BHO OPERA 
r 个 结 点 , 那 我 们 将 有 Be B, 种 选择 方法 ;因为 合 /个 结 点 的 Ai 
中 的 任何 一 个 结 点 都 能 与 含 个 结 点 的 及 个 树 中 的 任意 一 个 相 组 
a 

如 果 我 们 将 1 与 7 RTE GIE GES +r =r), SPIER 
加 , 那 我 们 将 得 到 含 * 十 1 个 结 点 的 二 元 树 个 数 . 得 请 注意 ! 我 们 已 经 
假设 从 根 出 发 有 两 条 分 枝 , 并 且 任 何 时 候 都 正好 有 两 个 子 树 ;但 有 些 
情况 也 可 能 只 有 -一 个 子 树 . 值得 庆幸 的 是 我 们 用 个 小 技巧 就 能 避免 
这 类 困难 . 如 果 我 们 要 数 的 一 个 树 只 有 -个 子 树 , 那 我 们 就 假设 它 有 
两 个 子 树 ,但 其 中 另 一 个 子 树 是 “ 空 寻 ”一 它 并 无 任何 结 点 ! 

运用 这 个 方法 ,我 们 就 可 以 认为 每 一 个 二 元 树 都 给 出 两 个 子 树 . 
因为 “ 空 树 ? 只 有 -一 个 ,故我 们 定义 二 1: 并 人 允许 0 为 i 或 + 可 取 的 
E. 在 这 个 意义 上 ,我 们 得 到 : 

J- Br= BoB, + BB+ BB z+ 二 TB1Bi+ BBo, 
这 样 , 当 Bo, 五， 五 都 已 知 时 ,我 们 就 可 以 求 得 Bats 的 值 . 


读者 们 也 许 会 关心 下 列 数字 的 验证 : 


这 些 数 5B, 是 很 有 和 名气 的 卡 塔 朗 数 ,它们 在 大 量 组 合 间 题 中 经 
常 出 现 . 这 些 数 除 了 是 含 4 个 结 点 的 二 元 树 之 个 数 外 ,8 还 是 把 十 
2 边 形 剖 分 成 三 角形 的 方法 数 , 也 是 将 闹 周 上 22 PS AE ME 
连 成 对 的 方法 数 , 又 是 将 4 十 1 个 字符 正确 组 成 括号 的 方法 数 . 关于 
这 些 数 的 一 些 有 趣 的 论述 及 其 性 质 的 文章 , 马 于 “加 德 纳 曾 发 表 于 
《科学 美国 人 》1976 年 6 ASE. 

订 母 函数 的 形式 来 给 出 问题 的 解答 是 计数 问题 经 常用 到 的 一 
个 有 效 办 法 - 为 了 从 卡 塔 朗 数 {B8.} 之 类 序列 中 推导 出 一 个 “和 母 函数 ”， 
我 们 把 它们 作为 一 个 无 穿 寡 级 数 的 系数 ， serials 

B(x) = Bot Bix + Box? + Bar? -1 Byatt e mo 
现在 不 难看 出 ,1 式 的 右边 已 成 为 B(z) 与 其 自身 相 乘 的 展开 式 中 x" 
的 系数 ,也 就 是 z[B(z)] a! 项 的 系数 . 而 ] 式 的 左边 是 8(x) 中 
at" 项 的 系数 ,因此 推导 出 下 列 结果 : 

2. BCr)=1+rCBC(r))? 
右边 加 上 1, 表 示 的 是 “ 空 树 ”, 这 在 1 式 中 是 没有 包含 的 . 
等 式 2 是 8(z) 的 一 次 方程 . 可 解 出 
1- v/i 
2r y 
FE ee bet VCR BF AR SE RB RABI ERR 
一 个 明确 表达 式 : 


Bir) =- 


_ (2n)! 
o Gapir 


前 面 的 方程 显示 了 有 根 树 计数 的 一 个 常用 技巧 . 即 先 把 树 根 移 
开 , 观 察 所 得 到 的 子 树 , 这 时 会 出 现 许多 情况 ,因为 有 许多 种 不 同类 
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MOM SSRI. 我 们 也 许 会 得 到 多 于 两 个 的 子 树 ,一 甚至 是 
可 变量 ,这些 树 可 能 是 有 序 的 (如 同 刚刚 作出 的 左右 之 区 别 ) ,也 可 能 
是 无 序 的 . 但 不 管 如 何 , 每 个 子 树 都 是 有 根 的 (这 个 结 点 与 原始 根 相 
连 ), 只 要 保证 它们 与 原来 的 树 有 共有 相同 的 类 型 ,我 们 都 有 指望 能 推 
导出 茶 种 递归 方式 来 获得 所 需要 的 数字 . 几乎 所 有 树 的 计数 都 是 遵 
循 这 种 模式 的 . 

凯 莱 曾经 计数 过 一 些 树 ,其 中 主要 是 我 们 所 说 的 “普通 ”有 根 树 ， 
这 种 树 对 一 个 结 点 汇集 多 少 边 是 没有 限制 的 ,至 于 这 些 边 的 次 序 及 
图 在 平面 上 的 描绘 也 是 元 关 紧 要 的 . 他 指出 ,如 果 T EE n TH 
的 这 类 树 的 个 数 , 那 就 有 下 列 相当 奇怪 的 等 式 ， 

Tye + Tor? 十 Taz? + ~ 
=a (}— r) 77101 — 2?) 7201 — r?) Te. 

同 前 面 的 一 样 , 如 果 对 从 1 Ble ee PHT, BG EBA 
把 这 些 数 代 入 等 式 的 右边 .我 们 就 可 以 从 等 式 的 左边 算出 序列 的 下 
一 个 数 . 

遍 革 也 计数 过 一 些 " 无 根 检 ”这 个 问题 就 困难 多 了 , 禹 方 说 , 因 
为 没有 根 就 不 能 把 图 分 割 开 来 ,也 就 不 能 把 问题 分 成 各 个 小 问题 来 
解决 ,如 我 们 在 前 面 所 做 过 的 那样 . 饥 莱 还 计数 过 一 些 不 同类 型 的 化 
合 物 ,从 而 为 图 的 计数 理论 的 实际 应 用 开辟 了 一 个 新 天 地 ,赋予 其 特 
殊 的 用 途 , 这 些 化 合 物 的 结构 式 ( 如 烷烃 一 一 石蜡 及 其 入 和 生物) 实质 
上 上 就 是 一些 特殊 类 型 的 树 图 . 


一 般 的 图 的 计数 


对 一 般 的 图 来 说 ,其 边 数 与 结 点 数 之 间 并 不 存在 如 同 树 - 样 的 
关系 ;一 个 含有 ?个 结 点 的 图 可 以 有 了 从 0 到 pCp 一 1)/2 ZN 
不 同 边 数 ,(0 是 “ 空 图 "的 边 数 ,p(y 一 1)/2 是 每 两 点 都 相连 的 完全 图 
的 边 数 ). 于 是 问题 就 得 这 样 来 问 :“ 总 共有 多 少 结 点 数 为 ?, 边 数 为 g 
的 不 同 的 图 ?” 其 中 与 9 是 给 定数 
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这 个 问题 遍 莱 不 曾 想 训 解 决 , 即 使 有 所 党 试 ,也 未 必 能 成 功 , 因 
为 当时 解决 它 的 工具 还 没有 产生 . 这 个 工具 便 是 由 G. 波 利 亚 (G. 
Pólya) F 1938 年 发 表 的 一 条 定理 ( 见 [9]) ,而 在 他 的 几 篇 更 早 的 文 
BRET CARAS. 波 利 亚 定 理 是 解决 许多 组 合 问 题 的 基础 . BRE 
这 里 我 们 不 能 仔细 讨论 ,但 了 解 一 下 其 大 概 内 容 也 是 有 用 的 ， i 
”次 图 论 计数 问题 中 大 有 用 处 . 


波 利 亚 定理 


相当 数量 的 组 合 问题 可 以 归结 为 “ 放 物 入 盒 问 题 . 让 我 们 假设 
有 一 组 不 同 的 盒子 ,在 每 个 盒子 里 我 们 放 入 一 件 东 西 一 一 通常 是 个 
图 素 , 进 而 每 幅 图 案 都 以 一 个 非 负 整数 为 其 值 . 对 每 个 盒子 来 说 ,都 
存在 一 个 图 案 集 ,其 中 有 一 幅 图 案 要 放 进 盒子 (通常 的 情况 是 每 个 盒 
子 可 供 选择 的 图 案 是 一 样 的 ,但 这 并 非 必 需 ). 在 每 只 盒子 里 我 们 选 
择 恰 好 一 个 图 案 放 入 ,最 后 就 形成 了 一 个 构 形 一 一 盒子 及 其 所 含 的 
图 案 . 这 个 “ 构 形 ”的 值 被 定义 为 放 入 该 盒子 内 的 各 图 案 的 值 之 和 . 

我 们 首先 要 提问 的 是 “如 已 给 定 如 何 放 图 入 盒 的 全 部 有 关 要 求 ， 
那么 在 已 知 整个 构 形 的 什 时 ,有 和 多少 种 组 成 此 构 形 的 方法 ?” 作 为 本 
问题 的 一 个 例子 ,假设 我 们 要 把 21 根 蜡 烛 插 入 一 个 矩形 生日 蛋糕 
上 ,蛋糕 的 表面 被 分 成 了 六 块 , 如 图 11 所 示 。 我 们 约定 可 以 在 每 一 


部 分 上 插入 任意 根 蜡 烛 , 而 这 些 蜡 籽 在 每 块 蛋糕 中 的 精确 位 置 都 是 
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不 重要 的 ,重要 的 是 各 个 蛋糕 块 中 插入 虹 烛 的 根 数 . 在 这 个 例子 中 一 ， 
个 图 案 包含 一 定数 的 寻 灿 (可 以 根 数 为 0). 而 图 案 的 值 就 是 蜡烛 数 . 
问题 是 如 何 寻找 整个 值 为 21 的 构 形 数 . 

这 个 问题 并 非特 别 困难 ,所 以 我 们 马上 者 手 把 它 搞 得 难 些 . 我 们 
假设 所 有 的 盒子 并 不 是 完全 不 同 , 故 对 盒子 作 某 些 特定 的 重新 排列 
并 不 能 导致 与 其 他 排列 相 区 别 . 


例如 ,如 果 用 一 只 圆 形 蛋 糕 代 玩 矩形 蛋糕 ,同样 分 成 六 等 分 , 那 
把 图 12. 图 13 看 作 是 不 同 构 形 的 作法 就 是 不 现实 的 ,因为 把 前 者 顺 
时 针 旋 转 60 度 就 能 完全 覆盖 在 后 者 上 . 从 解决 问题 的 目的 着 眼 , 仅 
仅 是 方向 不 同 的 两 种 构 形 , 我 们 认为 是 同 构 的 . 对 一 般 的 对 象 来 说 ， 
我 们 假定 存在 一 个 特定 的 置换 集合 (构成 一 个 群 ), 并 且 认 为 :任意 两 
种 构 形 如 果 可 以 通过 其 中 某 一 置换 由 一 个 转变 为 另 一 个 , 则 它们 是 
等 价 的 . 当 我 们 问 及 不 同 构 形 的 数目 时 ,我 们 所 指 的 是 不 等 价 的 构 形 
数 . 对 于 画 形 生日 蛋糕 ,这 个 群 是 由 旋转 60 度 的 倍数 所 形成 的 不 同 
置换 组 成 的 . 请 注意 ,图 14 所 示 的 图 与 图 13 的 图 是 不 同 的 ,因为 无 
论 旋 转 多 少 度 , 它们 都 不 可 能 达到 完全 一致. l 

本 文中 ,我 们 不 可 能 仔细 论述 波 利 亚 定理 ;实际 上 我 们 甚至 不 打 
算 正 式 令 述 它 我们 仅仅 能 意识 到 它 可 以 为 解决 上 面 所 勾 划 的 一 般 ， 
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性 问题 提供 一 条 求解 途径 . 如 果 给 出 问题 的 数据 (给 出 放 什么 图 案 入 
盒 的 条 件 以 及 它们 的 值 ) ,并 给 出 刻 划 两 种 构 形 是 否 等 价 的 置换 群 ， 
我 们 就 可 以 应 用 波 利 亚 定理 来 找 出 答案 ,说 得 更 确切 些 是 一 组 答案 ， 
因为 波 利 亚 定理 提供 的 是 一 个 给 定 任 意 值 求 构 形 数 的 母 函 数 . 

我 们 如 何 把 图 的 计数 问题 归结 为 “ 放 物 人 颌 "问题 ? 我 们 按 下 面 
的 步 又 做 . 考虑 有 ? 个 结 点 的 图 ,分 别 标 上 1,2,3,…,z, 那 就 有 pO 
一 1)72 对 结 点 ,而 每 对 结 点 都 有 可 能 组 成 图 的 一 条 边 . 把 这 些 结 点 
对 当 作 问题 中 的 “盒子 ,每 只 盒子 只 允许 放 两 种 图 案 ， 无 边 ” 图 案 的 
值 为 “~0”,“ 有 边 ” 图 案 的 值 为 1. 在 每 只 盒子 里 放 入 相应 的 图 案 后 ,最 
然 就 形成 了 - - 张 图 一 一 如 果 盒 子 (, 站 内 是 “有 边 ” 图 案 , 那 节点 ij 
是 相连 的 一 一 而 构 形 (图 ?的 数值 就 是 它 包 含 的 边 数 . 以 这 种 方式 形 
成 的 图 是 有 标号 的 图 ,因为 每 个 结 点 都 在 集合 11,2，…2} 中 选取 不 
同 的 标号 这 并 不 是 我 们 所 要 的 . 如 果 两 个 图 同 构 , 那 我 们 不 会 因为 
其 结 点 标号 不 同 而 认为 它们 是 不 同 的 . 我 们 必须 承认 这 个 事实 ,由 于 
不 是 所 有 的 结 点 标号 都 不 同 , 所 以 , 结 点 对 一 盒子 也 是 如 此 . 对 结 
AHP SPR AR SRE FAH ER. 如 昌 我 们 把 标 有 1、2 的 结 
点 分 别 改 作 5.9, 那 (1,2) 盒 子 就 变 成 (5,9) 盒 子 , 等 等 . 结 点 标号 的 
每 一 次 置换 ,都 引起 盒子 的 置换 ,而 盒子 的 一 系列 置换 就 形成 了 问题 
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中 相应 的 群 . 运用 波 利 亚 定理 可 以 得 到 问题 的 答案 . 

正 是 运用 这 种 方法 ,现在 图 论 领 域 中 最 知名 的 人 物 之 一 , 密 执 安 
大 学 的 弗兰克 ， 哈 拉 里 (Frank Harary) F 1955 年 开始 图 论 计 数 . 用 
来 解决 问题 的 母 函 数 相当 复杂 一 一 甚至 有 点 可 怕 一 一 但 能 用 来 计算 
图 的 数目 ,尤其 是 在 计算 机 的 帮助 下 ,C.A . $C. A. King) E.M 
* WAR CE. M. Palmer) 已 经 计算 出 ?从 1 到 24 的 所 有 图 的 数目 . 24 
个 结 点 的 所 有 非 同 构图 的 数目 是 下 面 比 天 文 数字 还 大 的 数 : 

195704906302078447922174862416726 
256004122075267063365754368. 

(这 算是 真正 有 用 的 信息 吗 ? 你 是 怎么 看 的 ?) 

这 一 理论 也 成 功 地 应 用 于 各 种 变相 的 图 的 计数 ,尤其 是 * 有 方向 
的 图 ”或 (通常 简称 ) 有 向 图 , 它 与 一 般 图 的 不 同 之 处 就 在 于 它 的 每 条 
边 都 有 方向 (用 箭头 表示 ) ,或 向 这 个 方向 ,或 向 另 一 方向 ,也 可 能 同 
时 向 两 个 方向 . 图 15 中 就 给 出 了 一 个 典型 的 有 向 图 .有 向 图 的 计数 
仅仅 在 细节 问题 上 与 普通 图 不 同 ,用 波 利 亚 定 理 也 能 给 出 答案 . 这 个 
问题 由 哈 拉 里 在 计数 一 般 的 图 的 同一 篇 论文 中 所 解决 (CC53). 


图 15 


尽管 波 利 亚 定理 是 很 有 力 的 ,但 它 也 不 能 解决 图 论 计 数 中 的 一 
切 问 题 - 能 够 证 明 这 一 点 的 是 自 补 图 的 计数 , 图 a 的 “ 补 图 ”定义 为 
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与 8 具有 相同 结 点 ,G 有 的 边 它 没有 ,而 G 中 没有 的 边 它 都 有 的 图 - 
图 16 在 同一 组 结 点 中 设置 了 一 个 图 (用 粗 边 表示 ) 及 其 补 图 (用 细 边 
表示 ), 向 人 们 显示 了 图 及 其 补 图 合 在 一 起 恰好 包含 了 合 ?个 结 点 的 
图 可 能 有 的 全 部 ?(? 一 1)72 条 边 . 有 可 能 出 现 补 图 与 原 图 同 构 的 情 
况 , 即 所 谓 自 补 图 .最 简单 的 自 补 图 包含 4 个 结 点 ,3 条 边 , 如 图 17 
所 示 . 对 含 5 个 结 点 的 图 来 说 ,共有 两 种 不 同 的 自 补 图 ,如 图 18 所 
示 : 这 种 简单 例子 的 数目 总 是 可 以 通过 反复 试探 获得 ,但 是 当 结 点 数 
上 升 为 8 时 ,反复 试探 的 方法 就 再 也 不 能 寻找 出 究竟 有 几 个 自 补 图 
T. (问题 3: 当 结 点 数 为 6 或 7 时 ,有 多 少 个 自 补 图 ?) 我 们 所 需要 的 
是 一 个 理论 结果 , 它 能 告诉 我 们 结 点 为 任意 值 bz 时 这 类 图 的 数目 . 
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图 17 图 18 


这 类 问题 ,需要 一 种 比 波 利 亚 定理 更 有 效 的 理论 ,因为 它 的 复杂 
FER. 图 与 补 图 的 区 别 在 于 我 们 把 “ 边 ” 与 “ 非 边 ” 这 两 个 字眼 进行 
了 交换 ,这 样 便 从 一 个 名 词 过 渡 到 男 一 个 名 词 . 因此 ,我 们 得 到 了 -- 
种 不 同 于 一 般 的 问题 一 一 为 了 判断 两 种 构 形 是 否 等 价 ,我 们 允许 盒 
子 的 置换 ,同样 也 允许 图 娄 的 置换 . 由 此 ,我 们 获得 两 种 置换 群 一 一 
一 种 是 盒子 的 置换 群 ,一 种 是 图 案 的 置换 群 -R ASME 
得 更 为 复杂 了 . 对付 这 类 普遍 而 具 典 型 性 问题 的 方法 最 早 由 丹麦 数 
学 家 德 . 布 鲁 因 (N. G. deBruijn) 在 1959 年 发 表 的 论文 中 给 出 C1)， 
此 后 不 久 就 解决 了 自 补 图 的 计数 (参看 [510]), 有 向 自 补 图 的 定义 与 
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其 对 应 图 的 概念 很 类 似 . 图 19 显示 了 一 个 有 向 图 与 它 的 自 补 图 同 
构 , 这 类 有 向 自 补 图 的 计数 是 由 一 般 自 补 图 发 展 而 成 的 . 


图 19 


从 上 述 结论 中 , 冒 出 了 一 个 非常 奇怪 的 事实 : 结 点 为 偶数 的 有 向 
自 补 图 数目 恰好 等 于 结 点 为 其 两 倍 的 自 补 图 的 数目 . 如 此 直接 的 关 
系 , 在 直觉 上 使 人 强烈 地 意识 到 有 向 图 与 普通 图 之 间 必 定 存 在 着 革 
种 简单 的 联系 ;一 定 存 在 较 容 易 的 方法 断定 上 述 数目 是 相同 的 ,并 能 
说 明 为 什么 .或许 确 实 如 此 ,但 真是 这 样 的 话 ,至 今 却 尚未 发 现 . 

随 着 时 间 的 推移 ,许多 更 为 有 效 的 计数 定理 产生 了 一 一 有 的 是 
对 流利 亚 与 德 * 布 曾 因 定 理 的 容 广 ,有 的 则 开辟 出 完全 不 同 的 研究 
方向 . 其 中 , 哈 拉 里 (Harary) 与 帕 尔 麦 (Palmer) 的 “和 宕 群 计数 定理 ” 尤 
为 重要 ,但 它 实 在 太 复杂 ,不 能 在 此 述说 .读者 如 需 进 一 步 了 解 ,可 去 
该 这 两 位 作者 的 著作 《图 的 计数 和 7] 一 一 这 一 图 沦 专 门 分 支 中 一 本 
包罗 万 象 的 书 . 


JEt I. H. Redfield) 的 奇异 情况 


现在 我 们 应 当 对 出 现在 图 的 计数 舞台 上 一 个 不 平常 的 人 物 简单 
说 上 几 句 . 也 许 更 确切 地 应 该 说 是 “重新 出 现 ”……. 早 在 60 年 代 前 
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IY. aR AS oe + 哈 拉 里 就 提请 他 的 同伴 们 注意 -篇 引起 他 自己 注意 的 、 
由 他 的 一 个 学 生 所 供 的 文章 [C11). 文章 的 标题 是 :成 群 递减 的 分 布 
理论 ”, 是 由 一 位 至 今 未 被 人 所 知 的 数学 家 J. H. 莱 德 非 德 于 1927 年 
所 发 表 的 . 在 这 篇 文章 中 (正如 了 哈 拉 里 所 发 现 的 ,也 是 我 们 在 惊讶 中 
证 实 的 ) 莱 德 非 德 给 出 了 一 条 与 波 利 亚 定 理 等 效 的 定理 ;他 已 经 涉足 
于 图 的 计数 5 至少 是 部 分 一 一 不 过 很 清楚 他 也 许 走 得 更 远 ); 他 超前 
使 用 了 几 项 “最 新 ”的 图 论 中 的 发 现 . 值得 高 兴 的 是 ,他 还 证 明了 一 条 
有 效 的 新 定理 . 自从 发 现 我 几 年 前 在 博士 论文 中 提出 的 一 个 主要 论 
点 即 是 莱 德 菲 德 已 得 出 的 一 条 结论 时 开始 ,我 就 记 住 了 莱 德 菲 德 定 
理 是 被 重新 发 现 的 这 件 事 (有 关 在 同一 组 结 点 上 几 张 图 友 合 而 成 的 
图 的 计数 问题 ). 这 样 看 来 ,三 十 几 年 来 ,图 论 计数 者 及 其 他 一 些 学 者 
苦心 钻研 的 理论 .解决 问题 的 方法 及 其 证 阴 早 已 被 莱 德 菲 德 在 1927 
年 所 证 实 ! 然而 他 的 著作 却 完 全 没有 引起 注意 . 怎么 会 有 这 样 的 溃 
情 ? 

这 并 不 是 因为 他 的 文章 登 在 一 本 训 无 影响 的 杂志 上 ,事实 上 它 
是 登 在 众所周知 并 享有 很 高 声誉 的 《美国 数学 杂志 》 上 . 也许 几 个 平 
时 足以 引 人 注 意 的 因素 怡 好 都 不 具备 , 莱 德 非 德 在 他 自己 的 研究 领 
域 中 不 为 人 所 知 一 一 事实 上 这 篇 文章 也 确实 是 他 唯一 的 数学 著作 ; 
而 文章 的 标题 又 没有 向 人 们 暗示 文章 内 容 ; 他 在 文章 中 所 用 的 记号 
又 是 一 些 奇异 的 符号 ,虽然 印 在 纸 上 , 却 没有 提醒 人 们 文章 究竟 写 些 
什么 .或 许 最 有 说 服 力 的 因素 是 :时 机 尚 末 成 熟 ” 

莱 德 非 德 主要 并 不 是 一 个 数学 家 一 一 他 的 研究 领域 是 (或 者 曾 
经 是 ) 语 言 学 - 尽管 如 此 ,他 唯一 的 一 篇 数学 论文 却 是 十 分 有 价值 的 
假如 他 的 文章 早 些 被 重视 , 那 图 论 计 数理 论 的 发 展 轨迹 将 上 毫 无 疑问 
地 与 现在 很 不 一 样 . 当然 ,由 于 重新 被 发 现 , 莱 德 菲 德 的 著作 已 经 激 
发 了 一 些 新 进展 . 尤其 是 省 大 利 亚 纽 卡 瑟 (Newcastle) KH FRA 
(R. W. Robinson) ,已 经 采用 并 改进 了 莱 德 菲 德 几 个 观点 ,而 且 解 决 
了 几 个 以 前 认为 很 难 对 付 的 问题 . 
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平面 图 的 计数 


我 们 已 经 知道 平面 图 的 含义 ,就 是 在 同一 平面 上 边 与 边 互 不 相 
交 的 图 . 现在 让 我 们 看 看 有 关 它 们 的 几 个 计数 问题 . 自然 要 间 :“ 具 有 
“7 了 个 结 点 ,q 条 边 的 平面 图 究竟 有 多 少 个 ?” 但 这 个 问题 太 难 了 . 让 我 
们 考虑 “三 阶 的 平面 图 ”, 其 定义 为 :每 个 结 点 正好 汇集 3 条 边 的 图 . 
在 三 阶 平面 图 中 , 结 点 数 p 与 边 数 9 的 关系 是 :24 一 3z( 问 题 4; 为 什 
么 ?), 因 此 只 要 一 个 数 就 能 确定 图 的 大 小 即 结 点 数 (必须 为 偶 
数 ). 我 们 希 沁 这 将 使 问题 简单 化 ,但 是 看 上 去 还 是 很 难 . 这 是 平面 图 
的 一 种 典型 状况 ,其 计数 问题 往往 出 奇 的 困难 ,但 当 一 个 问题 能 够 被 
解决 时 , 它 的 解决 方法 却 通 常 比 一 般 图 简单 . 

如 果 我 们 进一步 给 问题 加 上 约束 条 件 , 那 就 很 能 说 明 这 一 点 , 辟 
方 说 ,提出 问题,“ 具有 固定 的 哈密 尔 顿 回路 的 三 阶 平面 图 有 多少?” 
所 谓 图 的 哈密 尔 顿 回路 是 这 样 -个 回路 一 一 可 把 它 称 作 “ 周 游 路 
径 ” 一 一 它 访问 了 图 中 的 每 一 结 点 . “固定 ”的 含义 是 哈密 尔 顿 回路 一 
且 画 出 之 后 就 在 平面 上 固定 下 来 了 ,具有 剩余 的 边 才 可 以 通过 不 同 
的 位 置 改变 形成 我 们 所 要 计数 的 不 同 对 象 . 现在 让 我 们 看 看 图 20 中 
显示 的 图 ,其 中 不 在 哈密 尔 顿 回路 上 的 边 用 细 线 表示 . 这 些 细 线 要 末 
都 在 回路 里 面 ,要 末 都 在 回路 外 面 . 因为 ,如 果 它 们 与 回路 相交 , 则 
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就 不 是 平面 图 了 . 进一步 看 ,每 一 个 结 点 都 恰 是 一 条 细 边 的 端点 . 由 
此 我 们 可 以 用 简洁 的 话 把 这 些 图 的 计数 问题 归结 为 :“ 给 定 一 个 有 
2 个 顶点 的 多 边 形 , 那 么 有 多 少 方法 能 用 不 交叉 的 弦 把 成 对 端点 连 
接 在 多边 形 之 内 ,并 把 其 余 点 用 不 交叉 的 “ 纺 ?( 因 为 缺少 一 个 更 好 的 
字眼 ) 连 在 多 边 形 外 ?” 

这 个 问题 被 滑铁卢 大 学 的 著名 教授 Ww - T， 塔 特 CW. T. Tutte) 
用 一 种 极为 优雅 的 方法 解决 了 ,他 在 平面 图 领域 作 过 深入 的 研究 ,并 
在 平面 图 计数 中 做 过 大 量 工 作 . 让 我 们 简短 地 看 看 他 的 结论 和 证 明 

it GR 129). 

首先 ,我 们 考虑 如 果 把 所 有 的 结 点 都 连 在 多 边 形 之 内 , 那 就 得 到 
了 一 个 很 篇 单 的 问题 . 实际 上 , 它 与 许多 问题 一 样 ,其 答案 就 是 卡 塔 
朗 数 的 序列 ,上 面世 已 提 到 过 . 因此 ,如 果 我 们 约定 已 知 的 2r 个 结 点 
EARRA, 那么 成 对 地 连接 这 些 点 的 方法 数 是 卡 塔 半数 ， 

r)! 

对 于 剩 下 的 28 个 组 成 外 部 弦 的 结 点 (满足 7 十 s 二 x) 也 有 类 似 的 
结果 . 一 

由 于 每 一 种 内 部 蓄 的 安排 方法 者 可 以 配置 一 种 外 部 弦 的 安排 方 
法 ,所 以 该 把 这 两 个 数字 相 乘 . RATE AR HR AAA ARH 
法 数 , 这 也 就 是 在 全 部 2 个 结 点 中 选择 ar 个 结 点 作为 第 一 组 的 方 
法 数 , 即 组 合 数 


rn, (2n)1 
Oe Oy art 


BARFA H vs EL AP ER BR A AG Bl 


5 OC! O mr DE 
(2r) i (28) riG@ 十 121 silst DPY? 


也 就 是 : 


57 E (2n)! 
srl O+ Dss + Dr 

通过 一 些 简化 过 程 ,最 后 得 到 十 分 简单 的 表达 公式 : 
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(2n)! (2a 十 2)1 
rìin -+ 1)? + 2)17 


它 便 是 我 们 所 需求 的 图 的 数目 . 

当 zx 一 2 时 ,上 式 的 值 为 10. 也 许 读 者 会 感到 奇怪 , 当 结 点 为 4 
时 ,居然 存在 那么 多 种 可 能 性 ,但 看 一 下 图 21 就 可 知道 为 何如 此 . 这 
里 的 回路 是 正方 形 ,由 于 不 允许 旋转 ,图 (1)、 图 (2) 是 不 同 的 . 进一步 
看 ,虽然 图 (3) 和 图 (5) 是 同 构 的 (即使 考 虚 边 的 颜色 ) ,但 因为 画 在 平 
面 上 的 方式 不 同 , 故 也 认为 它们 是 不 同 的 . 


ARERO 
L DE gqoqg 


图 21 


当然 ,在 两 结 点 间 存 在 两 条 边 的 情况 也 是 允许 的 . 这 类 “双边 ” 情 
况 , 有 了 时 允许 ,有 时 不 允许 ,要 根据 问题 的 性 质 而 定 . 在 这 里 ,我 们 约 
定 不 发 生 “ 双 边 ” 情 况 似 乎 更 合理 . 但 如 困 我 们 允许 这 祥 做 了 ROE 
直到 计数 问题 中 无 定性 的 -个 例子 . 这 个 小 小 的 变化 带 给 我 们 的 却 
是 一 个 困难 得 多 的 问题 一 就 我 所 知 ,迄今 尚未 解决 . 

在 图 论 计数 理论 中 有 许多 未 解决 的 问题 ,其 中 有 几 个 问题 在 可 
能 解决 的 边缘 徘徊 ,有 的 似乎 只 需要 在 目前 的 正确 理论 与 技巧 上 再 
进一步 就 是 以 征服 它们 . 也 有 - - 些 确 实 是 棘手 的 ,已 知 的 一 切 手段 都 
攻 不 动 . 无 论 怎样 ,这 都 为 读者 提供 了 --- 个 运用 数学 智谋 的 诱 人 的 机 
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ie 
会 ,如 果 你 喜欢 干 这 类 事情 , 它 将 足够 你 消磨 许多 时 间 . 


问题 的 答案 


问题 1 树 的 边 数 总 是 比 结 点 数 少 1. 

我 们 可 以 由 单个 结 点 开始 画 树 ,并 一 条 一 条 地 增加 边 ,可 以 看 到 
每 增加 一 条 新 的 边 总 是 把 一 个 老 结 点 与 一 个 新 结 点 连接 起 来 . 在 每 
一 步 中 ,我 们 在 已 有 的 边 数 上 增 1, 在 已 有 的 结 点 数 上 增 1, 因 此 ,从 
开始 通 树 时 ( 边 数 为 0, 结 点 数 为 1) 起 ,这 个 结论 就 是 正确 的 , 画 完 树 
时 ,也 是 自 确 的 . 

问题 2 贸 8 中 的 图 ， 

图 (c) 蚌 不 同 的 : 可 以 从 图 22 给 出 的 标号 看 出 其 余 的 图 是 同 构 
的 . 图 (c) 包 含 -- 个 含 4 个 结 点 C4BCD)? 的 回路 , 而 其 余 图 的 回路 所 含 
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结 点 都 不 少 于 5. 故 (c) 不 可 能 与 其 他 几 个 同 构 . 


问题 5 包含 6 或 7 个 结 点 的 自 补 图 . 
根本 没有 . 一 个 图 与 它 的 补 图 总 共 售 有 plp—1)/2 条 边 , 进 一 


步 ,因为 它们 是 向 构 的 ,它们 必定 含有 相同 的 边 数 . 故 pCp 一 1)/2 E 
是 偶数 ,这 对 ?一 6 或 7 是 不 成 立 的 - 自身 互补 图 仅仅 当 pC(p 一 1)/4 
为 整数 时 才 存 在 ,也 就 是 当 ? 除 以 4 余 0 或 1 时 . 


问题 4 在 三 阶 图 中 24 一 37- 
因为 每 条 边 有 两 个 “ 端 ", 于 是 整个 图 共有 29 个 “ 端 ”, 面 每 个 结 


点 汇集 了 3 hom” Be 29 一 32. 
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LI N- J> A- 斯 隆 细 (N.J. A. Sloane) 


这 篇 文章 打算 写成 一 篇 导论 ,以 报道 晚近 十 年 来 密码 学 所 取得 
的 一 系列 激动 人 心 的 进展 . BME + 卡 是 (David Kahn) 的 有 趣 著 作 《 破 
译 者 ?8 出 版 于 1967 年 [29] ,不 幸 的 是 它 刚 出 版 ,IBM 的 罗 锡 弗 (Lu- 
cifer ) 编码 方案 [1412、C20]、[51] 就 出 台 了 . 后 者 激发 了 我 将 对 之 进行 
描述 的 - -系列 进展 . 

1967 年 以 前 ,涉及 密码 学 的 数学 论文 相当 枯 爆 (有 人 说 是 故意 
BRAS, ATE RR MIAH OSE). 但 在 读 完 此 文 之 后 ,我 想 你 
位 肯定 会 同意 ,新 进展 当真 是 振奋 人 心 的 . 对 我 说 来 ,它们 是 :一些 长 
期 以 来 通信 论 进展 中 的 -一些 迷人 概念 (由 于 它们 中 间 绝 大 多 数 都 不 
是 我 的 发 明 , 因 而 我 不 必 为 了 对 它们 如 此 热心 支持 而 感到 二 愧 ) ,为 
了 避免 在 正文 中 不 时 出 现 - 些 最 高 级 的 赞美 之 辞 , 让 我 干脆 在 这 里 
一 次 性 地 把 本 文 所 根据 的 六 篇 经 典 的 精采 论文 介绍 一 下 : 

Shannon( 1949, [549]), 

Feistet ,Notz 与 Smith€1975,0133), 

Wyner(1975, C561), 


O HAE, 《 破 详 者 ) 蚌 美国 八 凤 内 会 主席 藏 维 FUNAR MEIEN 
' 经 ”此 节 已 由 群众 出 版 社 于 1982 年 译 成 中 文 ,但 被 删 去 不 少 内 容 . 
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Diffie 与 Heilman(1976,(5)), 

Rivest Shamir 与 Adetman(1978,(44)), 

Merkle 与 Hellman(1978,(38]). 
也 许 除 了 我 对 事物 有 自己 的 看 法 之 外 ,本 文 没有 什么 新 东西 .不 过 ， 
我 将 在 文中 提 及 如 此 众多 的 编码 办 法 , 谅 来 绝 大 多 数 读者 会 发 现 其 
中 有 着 自己 所 不 熟悉 的 内 容 - 

顺便 提 一 名 ,我 必须 着 重 强调 指出 ,我 是 一 位 不 保密 的 密码 学 
家 ,我 对 这 方面 的 保密 内 容 一 无 所 知 - 幸运 的 是 ,那些 懂得 保密 的 读 
者 已 经 有 暂 言 的 约束 不 能 加 以 谈论 ,因而 即使 我 讲 得 不 对 ,他 们 也 不 
能 纠正 我 的 错误 . 我 将 要 加 以 叙述 的 一 切 编码 办 法 都 是 在 公开 文献 
中 发 表 过 的 ,然而 文中 所 表达 的 一 些 看 法 则 属于 我 自己 , 既 不 是 参考 
文献 中 所 提 到 的 那些 论文 作者 ,也 不 是 贝尔 系统 的 专家 们 . 

本 文 分 为 五 部 分 ,共同 点 都 是 沿 导线 传输 信息 的 问题 ( 见 图 1). 


”发 送 0 或 1 收 到 0 或 1 
ee 
噪声 
图 1 


让 我 们 假定 ,我们 可 以 沿 着 导线 发 送 点 与 划 ， 或 者 ， 说 得 更 数学 化 一 


99/100 


图 2 
一 个 二 元 对 称 信 道 . 0 被 发 送 时 ,一 百 次 中 有 99 次 能 收 到 0, 但 一 雪 次 中 有 
一 次 收 到 的 是 1 ,发 送 ! 时 情况 也 与 此 类 似 , 所 以 这 一 信道 的 错误 概率 是 1/100. 
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点 ,发 送 0 与 1. 当 我 们 发 送 0 时 ,通常 在 远 处 终端 出 现 的 也 是 0, 但 
有 时 (由 于 噪声 原因 ) , 收 到 的 是 1. 反之 ,发 送 1 时 , 收 到 的 通常 为 !， 
但 有 时 也 会 收 到 0. 这 种 导线 有 时 称 为 二 元 对 称 信道 ,可 用 图 2 来 措 

要 发 送 的 数据 业已 转换 成 一 串 0 与 1( 也 许 通过 计算 机 来 产 
生 ) ,我 们 的 问题 如 下 : 

区 能 用 导线 传输 更 多 的 信息 ,要求 更 快 、 
更 可 靠 地 传递 ,并 切实 防止 窃听 . 

我 将 描述 这 个 问题 的 五 种 不 同 解决 办 法 ,其 条 件 一 个 比 -个 更 
困难 ( 见 图 3). 第 一 种 情形 ( 见 第 1 节 ) 是 ,信道 只 是 图 ! 所 示 的 那 种 
简单 情况 ,解决 办 法 是 利 虹 纠 错 编码 法 . 第 二 部 分 是 ,我 们 有 着 同样 
的 有 了 噪声 信道 ,但 出 现 了 第 二 条 可 疑 的 导线 (也 可 参看 下 面 的 图 
10) ;有 了 一 个 次 昕 者 ! 开 始 时 ,我 们 不 妨 假 定 窍 听 者 使 用 的 设备 极为 
低劣 ,我 们 将 说 明 这 是 很 容易 对 付 的 (第 2 节 ). 本 文 的 第 三 部 分 将 要 
谈 到 窃听 者 具有 第 一 流 装备 时 应 怎样 对 付 . 这 就 是 传统 密码 术 的 用 
武之 地 . 人 们 将 利用 一 种 发 送 者 与 接收 者 都 了 解 的 密 钥 ,但 坏 家 伙 对 
它 却 是 一 无 所 知 ( 第 3 节 )- 第 四 部 分 讲 到 -- 种 特殊 情况 ,此 时 我 们 当 
真 把 信息 传 给 坏 家 人 多 要 他 为 我 们 传输 , 但 是 我 们 仍 有 办 法 挫败 他 (第 
4 节 ). 最 后 - -部 分 措 述 了 所 谓 的 公开 密 钥 体制 ， 对 第 3 节 所 提 到 的 
一 些 办 法 作 了 重大 改进 以 使 得 发 送 者 不 需要 了 解密 钥 ( 第 5 节 )- 在 
所 有 的 情况 下 我 们 都 能 氛 败 坏 家 伏 ,安全 地 发 送 我 们 的 信息 ,使 他 无 
从 得 知 其 内 容 ( 或 无 法 进行 自 改 一 一 这 在 第 4 节 里 会 讲 到 ). 


第 1 节 
a 错 三 


问题 是 怎样 才能 经 过 图 ! 与 图 2 的 信道 尽 可 能 迅速 与 可 靠 地 传 
输 信息 . 编码 家 的 解决 办 法 是 不 让 0 与 1 的 任何 旧 序 列 发 送出 去 ,而 


419 


LO atn gi 
发 送 器 = 接收 器 
I EADH K 
发 送 器 | 接收 器 
ip Le 
AAR REK 
il 传统 密码 术 EH 


IV 察 党 次 放行 为 的 编码 
KOLL OLE 
发 送 器 接收 器 


V 公开 密 钥 体制 Ọ sn 


KRH! | 
| 发 送 器 | 接收 器 ] . 
坏 家 伙 
3 


本 文中 所 讨论 的 五 种 不 同 通讯 系统 - 
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只 准 发 送 人 们 称 之 为 “ 码 字 ”的 特定 序列 . 所 有 准予 发 送 的 码 字 清单 
称 为 码 典 ;发 送 者 与 接收 者 都 了 解 它 , 他 们 正 进行 通力 合作 ,力图 消 
灭 传输 差错 . 

信息 将 通过 码 字 来 代表 , 当 一 -个 特定 的 信息 要 进行 传输 时 ,发 送 
出 去 的 是 其 对 应 的 码 字 - 接收 端 出 现 一 个 码 字 《或许 是 它 经 过 畸变 之 
后 的 形式 ) 时 , 译 码 者 必须 决定 发 送 人 发 出 的 究竟 是 哪 一 个 码 字 并 从 
而 理解 其 所 代表 的 信息 - 图 4 表明 一 个 非常 简单 的 编码 实例 : 只 有 
两 个 码 字 , 即 00000 与 1111! ,长 宁都 是 5, 分 别 对 应 于 信息 “是 ”与 
“AE”. 设 信息 为 “是 ”传输 出 去 的 码 字 为 00000, 收 到 的 (由 于 存在 干 
扰 品 声 ) 却 是 01000. 译 玛 者 懂得 ,在 信道 中 差错 并 不 很 多 ( 见 图 2)， 
于 是 他 断定 ,传送 出 去 的 码 字 必定 是 00000, 信 息 为 是 ” 一 般 地 说 ， 
译 码 者 所 应 选取 的 码 字 ,是 在 某 种 意义 上 与 收 到 的 序列 最 为 “靠近 ” 
的 ， 


信息 码 字 
L | a 
EE Tame ELTA 
rs? an 11111 7 ü 
Be 


图 4 
一 种 简单 纠 错 玛 的 运用 ， 共有 两 个 码 字 : 00000 与 11111. 收 到 的 序列 是 
01000, 它 被 正确 地 译 解 为 是”. 


为 了 说 得 更 确 切 , 计 我 们 来 定义 序列 之 间 的 距离 .长 度 为 4 的 两 
个 序列 u= Cty tay eee pm A v= (01, 025% stn) LALA RAC Hamming) 
距 夺 (简单 地 记 为 dist(w,»)) 就 是 它们 不 同 的 位 数 . 例如 
dist(01000,00000) = 1, 
dist(01000,11111) = 4. 
现在 我 们 就 能 授予 译 码 者 更 准确 的 训令 :他 应 该 把 收 到 的 序列 
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译 解 为 汉 明 距离 最 接近 的 那个 码 字 . 后 者 是 最 有 可 能 发 送 的 码 字 - 
4 说 明了 这 个 过 程 ,我 们 可 以 看 到 在 这 个 例子 中 译 码 者 有 能 力 改正 
一 个 错误 . 而 事实 上 这 种 编码 方案 甚至 能 改正 任 一 对 差错 . 譬如 说 ， 
发 送 的 是 00000, 而 收 到 的 却 是 01100( 第 二 位 与 第 三 位 出 了 毛病 )， 
然而 01100 仍然 更 接近 于 正确 的 码 字 而 不 是 更 接近 于 11111. WH 
一 方面 说 ,这 种 编码 方案 显然 纠正 不 了 三 个 错误 (如 果 收 到 的 是 
11100, 我 们 将 把 它 错 误 地 译 解 为 11111), 因 此, 它 是 一 种 双 差 错 纠 
正 码 . 

理由 是 明白 无 误 的 ; 码 字 本 身 之 间 的 汉 明 劝 离 为 5. 同样 的 论 
证 对 任何 一 种 编码 方案 全 都 适用 ,最 重要 的 参数 是 码 字 之 间 的 最 小 
汉 明 距离 : 

d = min dist (u,v), 
£ 


对 一 切 不 间 的 码 字 uo 都 来 取 . 这 么 -- 来 ,如 果 出 现 的 差错 不 超过 e 
= Cd 1/2) (Ce REAR ARAL = 前 最 大 整数 值 ) 个 , 旭 收 到 的 向 量 将 
比 任 何其 他 向 量 更 接近 于 正确 的 码 字 ,从 而 译 码 者 邑 能 作出 正确 的 

总 而 言 之 ,在 码 字 之 间 具 有 最 小 亩 离 4 的 码 将 是 一 种 能 纠正 e 一 

Ce 一 1)723 个 差错 的 纠 错 码 . 因此 ,我 们 希望 能 够 找到 一 种 4 很 大 

《可 纠 还 许多 错误 } 而 长 度 x 却 很 小 (以 恒 节 省 传输 时 间 ) 的 编码 办 

FE. P 

以 干 给 出 的 编码 实例 将 比 图 4 中 谈 到 的 更 加 有 趣 得 多 . 

1， 人 偶数 权重 码 8., 包 售 了 所 有 字 长 为 *, 且 其 中 1 的 个 数 
为 偶数 的 二 进位 码 字 ,也 就 是 说 , 它 的 权重 是 偶数 .图 5 
给 出 的 是 By 码 . BFR BB POP 
字 , 而 码 字 之 间 的 最 小 距离 为 4 一 2. 这 种 编码 对 纠正 差 
错 并 无 用 处 ,虽然 它 能 察觉 一 个 错误 . 我 们 将 在 第 2 节 
中 再 次 讨论 它 ， l 

2 KEX T7 的 汉 明 码 . 它 是 具有 几何 构造 的 许多 种 编码 方 
案 之 一 。 阶 数 为 g 的 射 彩 平面 (第 4 节 中 将 重新 出 现 这 
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-č = = O = O O 9 
=F Ge Se OS 
- Orr cores 


0 
1 
1 
1 
0 
0 
0 
I 


E 5 ; 
名 码 , 包 括 了 所 有 字 长 为 4, 且 其 中 1 HTAA EE. 


种 几何 对 和 象 ) 是 具有 PP 十 z 十 1 个 点 和 ZF 十 p 十 1 条 直线 的 集 
合 , 它 们 的 配置 法 是 : 每 条 直线 上 都 有 pg 十 1 个 点 ,每 个 点 
都 有 ?十 1 条 直线 通过 . 图 6 给 出 的 是 阶 数 为 2 的 射影 平 
面 . ` 


7 


6 
阶 数 为 2 的 射影 平面 - 有 七 个 点 ,分 别 标记 为 1,2,…,7, 与 七 条 直线 (其 中 
的 一 条 是 曲线 一 一 即 图 上 的 贺 )- 每 条 直线 包含 三 点 ,每 个 点 位 于 三 条 直线 之 上 . 
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为 了 描述 射影 平面 ,并 不 是 非 要 画图 才 行 . 作为 作 图 方 
法 的 取代 ,人 们 只 要 安排 一 个 元 素 为 0 与 1 的 矩阵 ,说明 每 
条 直线 上 有 哪 几 个 点 就 行 (这 件 事 可 以 通过 打 电 话 交代 清 
楚 ). 警 如 说 ,图 6 所 含 的 直线 ,其 各 点 配置 便 是 : 
1,2,4 
2,3,5 
3,4,6 
4,5,7 
1,5,6 
2,6,7 
1,3,7 | l 
我 们 也 可 用 变相 办 法 , 遂 过 -- 个 矩阵 来 描述 图 形 . t, E 
阵 的 行 表示 直线 ,列表 示 点 ( 见 图 7). 


点 
1234367 


E 7 
TRA 05 1 的 短 阵 可 用 来 描述 图 6 的 射影 平面 . Bin, eA TT 
明 , 有 一 条 直线 包含 着 点 1,2,4. 
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我 们 所 需要 的 汉 明 码 包 含 着 这 一 抵 阵 各 行 的 求 补 ( 巾 
0 与 1 的 互 换 而 得 出 ) 以 及 零 的 码 字 . CER 8 中 给 出 ,最 
小 距离 4 一 4, 并 有 旦 是 纠正 单个 差错 的 纠 错 码 . 


8 
字 长 为 7 的 汉 明 码 , 它 有 八 个 码 字 ,可 通过 图 7 中 各 行 的 求 补 运算 而 得 出 . 


我 们 已 讲 过 的 所 有 编码 法 都 具有 一 种 特殊 性 质 ,这 使 它们 便 十 
编码 与 译 码 . 此 种 特性 是 : 它们 都 是 线性 码 . 也 就 是 说 ,如 果 把 两 个 
码 字 , 逐 位 进行 模 2 加 法 , 则 其 结果 也 将 是 一 个 码 字 . 例如 ,在 图 5 
中 ,第 二 码 字 与 第 二 码 字 的 模 2 和 , 即 0011 与 0101 的 和 是 0110, 仍 
然 是 码 典 中 的 一 个 码 字 . 

— FAR TE BY EE AY TT A S A Se ie OE (a AR h e ih EE 
定义 .后 者 是 具有 下 列 性 质 的 矩阵 7; 当 且 仅 当 

Ha” = OCmod 2) 
时 (此 处 的 TT 表示 转 置 运算 ), 向 量 4== Cu,…,%,) 是 一 个 码 字 , HH 
么 要 称 为 奇偶 校 验 惩 阵 , 如 想 解释 清楚 ,势必 要 花费 很 多 笔墨 ,请 读 
者 自己 去 参阅 文献 (35] 的 第 一 章 , 这 里 就 -一 概 从 略 了 . 
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5 那 种 编码 法 的 奇偶 校 验 矩 隆 是 
(1111), 
这 是 由 于 当 且 仅 当 
u 4- ty + u + u = O(mod 2) 
FH, Gasunie- -个 码 字 . 
对 图 8 的 编码 法 来 说 ,我 们 可 以 用 
1101000 
6110100 
6611010 
0001101 
YEA — Tf 8t 1B Be 92 E E. 
在 纠 错 码 问 世 王 十 多 年 以 来 ,人 们 已 经 发 现 了 大 最 的 好 例子 ,日 
前 ,这 一 理论 已 经 发 展 得 极其 壮大 . 事实 上,F. 械 MacWilliams 与 我 刚 
网 写 完 了 一 部 多 达 760 页 的 巨著 5353. 其 中 有 很 多 编码 是 通过 巧妙 
选 定 的 奇偶 校 验 矩 阵 来 定义 的 .特别 有 威力 的 - - 族 是 所 谓 哥 由 (Gop- 
Pa) 码 . 可 惜 , 有 关 它 们 的 曾 述 需要 用 上 一 些 有 限 域 的 知识 , 软 此 ,下 
面 的 一 段 文 章 读者 可 以 自由 选读 ,不 必 铀 强 . 
3. FR a= 2" BEERS. FE (Galois) Sk GF (2") 上 选 
到 一 个 次 数 为 的 不 可 约 多 项 式 G(z). HE FP APB 
验 矩阵 


ye 


Gla) Gm) 
此 处 asaz an Fede GF C2") ATOR. 码 字 是 能 使 Ha” = 0 的 所 有 二 
进 制 向 量 s. 这 种 编码 的 性 质 在 图 9 中 作 了 概括 . 
HATS CEU BCH 码 、Reed--Mouller 码 以 及 另外 一 些 我 们 没有 
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提 到 的 编码 ) 有 一 个 很 有 效 的 译 解 算法 一 一 从 接收 到 的 序列 找 出 最 
接近 码 字 的 一 种 代数 过 程 . 不 过 ,对 绝 大 多 数 编码 来 说 ,情况 决 非 如 
此 ,这 是 第 5 节 Se 中 将 要 进行 描述 的 公开 密 铀 体制 的 -种 基本 构 
思 . 有 关 纠 错 码 的 进一步 信息 ,读者 可 以 去 参阅 文献 C35]. 

本 帕 码 的 主要 性 质 : 

FK nr= 

码 字 个 数 至 少 为 DO 

最 小 距离 dle 2t+1 

它 是 一 种 能 纠正 t 个 差错 的 编码 

图 9 


第 2 节 
有 人 和 窃听 的 信道 


我 们 将 要 讨论 的 信道 蓝 从 网 1 变 为 图 10. 


发 送 0 或 1 Op i 收 到 0 或 ] 


图 10 
BABA! 


第 二 根 导线 是 旁 路 , 它 AIR KARE TA 
都 逃 不 过 他 的 耳 条 . 于 是 问题 的 性 质 也 就 有 所 变动 ,我 们 的 目标 是 尽 
快 且 尽量 可 靠 地 传输 信息 ,并 使 窃听 者 所 截获 的 内 容 越 少 越 好 . 
在 本 节 中 我 们 将 讨论 的 是 利用 低劣 设备 的 整 姓 窃听 装置 ,也 就 
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是 说 ,我 们 假定 在 搭 出 去 的 旁 路 上 本 身 存 在 着 噪声 一 一 窃听 者 处 在 
图 2 中 所 示 的 二 元 对 称 信道 的 情况 . 本 节 的 主要 参考 文献 是 Wyner 
的 著作 [556] ,也 可 参阅 C1] ,C31] ,C323,[555J. 最 简单 的 情况 是 主线 上 
不 存在 只 声 一 一 见 图 11. 


0 或 1 0 或 1 


图 11 
有 窃听 的 信道 的 -种 最 简单 情况 ,主线 上 不 存在 噪声 ,但 旁 路 则 是 一 -种 二 元 
对 称 信道 ( 见 图 2) ,差错 福 率 为 po 


这 个 问题 有 着 一 个 很 漂亮 而 令 人 惊讶 的 简明 解法 - 关键 忠 路 如 
Ps 


把 0 改编 为 -- 个 长 长 的 ,随机 选 定 的 0 与 1 的 
数字 串 ,其 中 ! 的 个 数 是 偶数 . 
把 1 改编 为 一 个 长 长 的 .随机 选 定 的 0 与 1 的 
KTP API NUTRE A. 


数字 串 的 长 度 有 意 要 搞 得 很 长 ,以 使 得 通 向 窗 听 者 的 旁 线 上 足以 引 


起 几 处 差错 . 警 如 说 ,我 们 可 以 把 0 改编 为 
¥ = 101110100000011111010100 
CER 24 位 ,其 中 1 的 个 数 为 偶数 的 序列 ), 但 当 它 到 达 窃 听 人 那里 
时 ,9 能 已 改变 为 
Z= 10011010011001111101 6160. 
即使 窃听 者 了 解 编码 办 法 (不 过 他 当然 无 法 知道 选 定 的 序列 了 究竟 
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ERRA) 他 还 是 被 彻底 打垮 了 . 他 明知 2 是 某 一 个 序列 了 的 畸变 
形式 ,但 他 却 根本 不 知道 了 中 究竟 含有 偶数 个 1 还 是 奇数 个 1. 

合法 的 收 信 人 则 能 收 到 与 发 送 时 毫 无 差别 的 Y, 因 此 他 员 
要 点 一 点 7 中 1 的 个 数 就 行 了 . 卫 只 要 把 了 中 所 有 的 各 位 (二 进 制 
位 数 ) 按 模 2 求 和 即 可 .@ 

我 想 你 会 同意 ,这 是 - -种 异常 聪明 的 想法 . 当然 , 它 有 一 个 明显 
的 缺点 一 一 传输 极其 缓慢 . 信息 的 传输 速率 江平 是 0, 这 是 因为 要 把 
一 位 数字 传 给 收 信人 就 得 用 上 全 部 了 之 故 ， 

不 过 ,这 个 缺点 很 容易 修补 - 让 我 用 另外 -种 方式 拭 述 . 设 六 为 
字 长 ”的 一 切 二 进 制 数 育 量 的 集合 . 我 们 把 Fr 划分 成 两 个 子 集 : F 
RERI 节 )? 包 括 了 具有 偶数 个 1 的 一 切 向 量 , 余 下 来 的 向 量 
《把 它们 称 做 尺 ) 当 然 包 括 了 奇数 个 1. 于 是 

P= E, U D. (2) 
群 论 的 语言 在 这 里 有 用 处 .天 是 一 个 群 (在 分 量 相 加 的 意义 下 ?而 E, 
是 一 个 子 群 (请 回忆 ,在 第 1 节 中 我 们 曾 注意 到 它 是 一 个 线性 码 ). 而 
FLD, EER -个 陪 集 或 平移 : 

D, = 100:…0 + #,, 

方程 2 说 明了 一 个 原理 , 即 总 是 有 可 能 把 一 个 群 划 分 为 子 群 的 陪 集 . 
我 们 的 编码 方案 如 下 ,把 r 划分 为 名 UD, 在 发 送 一 个 0 时, 改 用 如 
中 的 一 个 随机 疝 量 来 代替 ;要 发 送 一 个 1 时 , 旭 从 D, 中 随便 选 个 向 
量 来 代替 . 

现在 我 们 可 以 来 讲 对 付 旁 路 窃听 的 普遍 有 效 办 法 . 选取 -- 个 良 
RATES CO CART BORSA MBER 1 FY. 
再 把 P 划分 为 2: 个 C 的 陪 集 , 即 

F=CQUCG U Cy U on U Cote 
把 有 可 能 发 送 的 信息 编号 ,从 1 号 到 2 号 . 然后 采取 如 下 办 法 : 


O 译 者 注 : 实际 上 即 是 计算 7 中 1 的 个 数 是 奇数 还 是 但 数 , 作者 故意 使 用 这 种 不 通 
RY VIE AOA BRAK BSR. 2 
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把 第 ;个 信息 改编 为 从 陪 集 2 中 
任意 选取 的 一 个 随机 向 量 . 


对 合法 的 收 信人 来 说 ,很 容易 察 知 发 送 的 究竟 是 什么 信息 ,因为 
要 决定 -- 个 向 量 究 竟 属 于 Cn 的 哪 一 个 陪 集 是 极其 简单 的 (人 们 只 要 
计算 一 下 向 量 的 分 量 就 行 ,请 参阅 文献 [3 的 第 16 页 ) ,可 是 窃听 者 
却 被 击败 了 . 这 种 办 法 的 传输 速率 是 */a( 为 了 给 2: 个 信息 中 的 一 个 
进行 编码 ,需要 发 送 #* 位 ), 进 而 ,WwWynert56] 能 证 明 下 而 的 结论 ， 

定理 1 Ao 是 窃听 线 上 出 现 差错 的 概率 , 则 人 们 有 
可 能 以 低 于 
一 pologepo — (1 一 podlog:(1 一 po) 

WHEE RR 1S A Es A A AE CP 

Bi ae FB EB ES A BR A BR ee AY 
函数 号 ( 网 文献 [1 的 的 第 1 章 ,[36] 的 第 2 章 ). 它 可 以 通过 上 面 的 方 
式 来 定义 , 设 开 是 原始 信息 ,了 是 编 过 码 的 信息 ,2 是 窃听 者 听 到 的 
了 的 畸变 信息 ,然后 用 已 (CX) 标 志 窃 听 者 在 听 到 和 之 前 所 具有 的 关 
于 羡 的 不 确定 性 , 调 HCX12Z) 标 志 他 在 昕 到 ZF 之 后 所 具有 的 关于 
的 不 确定 性 . 显然 


图 12 
如 果 坏 家 多 在 得 知 双 之 后 关于 原始 信息 居 的 不 确定 性 HC(X1Z) 同 他 在 架设 
窃听 线路 之 前 有 关 X 的 不 确定 性 H(tX) 实 质 上 几乎 一 祥 , 那 么 完全 保密 就 有 下 
保障 - 
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, 


ACX|Z) <= HX). 
为 了 证 明 上 还 定理 ,人 们 只 要 能 证 明 事实 上 成 立 
ACX|Z) ~ H(X) 
就 行 了 . 换 句 话说 , 镑 听 者 徒劳 无 益 地 搭设 了 旁 路 ,实际 七 了 解 不 到 
什么 情况 (图 12). 他 还 不 如 躺 在 家 里 享福 为 好 . 
如 要 了 解 证 法 本 身 , 读 者 可 以 参阅 文献 [56]. Wyner 也 还 分 析 了 
更 - - 般 的 情况 , 即 从 发 送 到 接收 的 主线 上 也 存在 着 噪声 的 情况 ， 


第 3 OW 
传统 密码 学 


二 一 节 我 们 轻易 地 击败 了 只 有 劣 等 装备 的 窃听 者 . 可 是 我 们 又 
将 如 何 对 付 -- 位 专家 呢 ? 他 的 设备 竞 是 如 此 完善 ,以 致 于 他 能 堂 无畏 
” 蛮 地 听 到 所 说 的 - - 切 . 这 就 是 需要 应 用 传统 密码 学 的 情况 . 我 们 先 来 
讲 利 用 密 钥 的 编 妈 办 法 ,这 时 只 有 发 送 者 与 接收 者 了 解密 钥 , 而 坏 家 
伙 则 根本 不 了 解 ( 见 图 13). 接 下 来 ,我 们 将 在 第 5 节 中 和 叙述 一 种 新 ， 
发 现 的 编码 方案 ,其 特点 是 ， 只 是 接收 者 才 需 要 知道 密 铀 ， 


图 15 
利用 密 钥 的 传统 编码 法 . 只 有 发 送 者 与 接收 者 才 知 道 密 铀 ,而 坏 家 伙 则 不 知 


i. 
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3A 一 次 性 密 本 


一 切 编码 方案 中 ,最 简单 与 最 安全 的 是 一 次 密 本 (图 14). (对 此 
项 发 明 作 出 贡献 的 有 几 位 学 者 ,特别 应 提 到 G- S. Vernam, 他 当时 下 
在 美国 电报 电话 公司 研究 部 工作 ,请 参看 文献 [29] 的 第 13 章 以 及 文 
献 [543. ) 

作出 一 个 长 长 的 ,0 与 1 的 随机 数 序列 ,也 许 是 通过 多 次 抛掷 一 
核 钱币 而 产生 的 ,这 便 是 密 钥 , 然 后 把 它 穿 孔 在 纸 带 上 ,并 复制 - - 份 
同时 送 给 发 信和 与 接收 人 . 发 送 者 只 须 把 这 串 数字 逐 位 地 与 信息 序 
FIRR 2 求 和 , 即 可 得 出 编码 后 的 密 文 . 例如 ,如 果 信 息 是 

terer 0100001101 
TEREE 
serer 1104110011 
Wa ae ARE eA 
sore 1001111110 
CBRE 2 求 和 ,没有 进位 ). 在 接收 端 ,把 收 到 的 编码 信息 与 密 钥 
序列 再 -一 次 按 模 2 求 和 ,于 是 原始 信息 就 重新 出 现 : 


一 次 蜜 本 法 . 对 密 钥 与 信息 进行 模 求 和 . 密 铀 序列 与 信息 序列 等 长 而 且 
只 使 用 - -次 . 
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编 友 所 的 信息 …… 100111]110 
可 密 铀 序列 ……11011I0011 
得 出 原始 信息 …… 0100001101. 


密 钥 序列 仅 仪 使 用 -- 次 并 旋即 毁 去 . IKE PSE SER OY ENS ES. 
ABS X 表示 信息 序列 ,A 表示 密 铀 数字 串 
Y= XK (3) 

表示 编码 后 的 信息 . 窃听 的 坏 家 优盘 然 知 道 ,但 由 于 一 - 切 不 同 的 密 
钥 数 字 串 都 是 同样 可 能 的 ,于 是 任何 信息 也 有 同样 可 能 出 现 . 因此 他 
偷偷 架设 接听 线路 ,实质 上 依然 是 至 无 所 获 ( 见 图 14). 

这 种 办 法 的 唯 -- 缺 点 是 : 密 铀 与 被 传送 的 数据 共有 同等 长 度 . R 
BAS PAA CA BAR ERI PERE EAS. 

然而 对 例 行 性 的 事情 , 人们 还 是 想 要 一 种 密 钥 的 容量 较 小 的 编 
码 办 法 . 设计 - :种 优良 编码 方案 的 艺术 是 企图 找到 -种 扩展 饮 钥 的 
方式 ,也 就 是 说 , 取 一 个 小 窒 量 的 密 钥 以 之 作为 种 子 , 产 生 一 个 长 得 
多 的 密 铀 数字 串 - 目前 已 经 知道 有 许多 种 方法 来 做 到 这 -一 点 (例如 可 
以 参看 文献 [81,.5153 ,529]) ,但 此 处 我 们 只 起 提 -- 下 利用 移 位 寄存 


3B ”线性 反馈 移 位 寄存 器 


最 时 .最 简单 与 最 脆弱 的 办 法 是 利用 一 个 线性 反馈 移 位 寄存 器 
的 输出 作为 密 铀 数字 串 ( 图 15). 

若 移 位 寄存 器 有 ?级 , 则 有 可 能 通过 适当 选取 反馈 的 连结 方 
式 , 以 产生 周期 等 于 2 一 1 的 输出 序列 (例如 ,可 参看 文献 [223 或 
C347). 值得 指出 的 旦 ,这 些 输出 序列 是 - -个 名 为 Recd 一 Muller 纠 错 
码 ( 见 文献 [357 的 第 406 页 ) 的 码 字 . 如 m 很 大 ( 辟 如 说 100), 这 一 
周期 就 会 长 得 像 个 天 文 数字 (21%- - 110"), 

即便 如 此 ,这 种 密码 仍然 极 易 破 详 . 为 了 测验 密码 的 威力 ,必须 
假定 坏 家 伙 己 了 解 到 编码 的 算法 (在 这 种 情况 下 是 移 位 寄存 器 ?并 已 
得 出 相当 数量 的 破译 对 子 : 
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© 移 位 寄存 器 移 位 寄存 器 


ieee oy ee 
输出 序列 


三 蜜 钥 数 字 串 


SK Q00 HK wrung 
Tee om ee eoe 
ee ae eee 

eof ey KF ke OH OU 


图 15 
(a — 4 Stk be Apt FE is PS A a OL BR. (b) 一 个 四 级 移 
位 寄存 器 的 实例 表 组 了 寄存 器 的 相继 状态 以 及 输出 序列 . 寄存 器 的 初始 状态 
《0101) 是 一 个 秘密 的 四 位 密 钥 ,和 产生 输出 序列 …1110101100100011110101, 其 
周期 为 15, 再 把 它 -- 位 一 位 地 如 玫 信息 上 面 ， 


(信息 xX. 与 之 对 应 的 编码 信息 了) 
也 就 是 若干 对 明文 与 对 应 的 密 文 的 组 合 , 他 现在 试图 找 出 密 角 
数字 串 K 在 线性 反馈 移 位 寄存 器 的 情形 下 , 搞 出 K 是 相当 容易 的 . 
”一 县 知道 了 XxX 与 了 序列 的 mw 个 相继 匹配 关系 ,从 它们 的 差异 中 即 
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可 决定 出 移 位 寄存 器 的 状态 ,从 而 (只 要 让 移 位 害 存 器 实际 运转 ) 弄 
明白 完整 的 密 钥 (参看 文献 [18 与 [39]). 尽管 如 此 不 堪 一 击 ,这 种 纺 
码 方案 却 依旧 深 孚 众望 ,这 也 许 是 由 于 它 的 极 长 周期 造成 了 人 人 的 
错觉 , 误 认为 它 具 有 强大 威力 之 故 . 


35C ” 非 线性 移 位 寄存 器 9 


可 是 , -县 允许 在 反馈 线路 中 使 用 非 线 性 元 件 ( 图 16) ,情况 即 
可 彻底 改观 . 非 线性 移 位 寄存 器 系列 可 以 做 得 完全 合 平 我 们 的 保密 
有 可 能 加 以 利用 的 … 切 反馈 函数 的 总 数 为 2”, 当 m 数值 很 大 
时 , 它 确实 是 … 个 腊 党 庞大 的 数目 . 我 们 希望 找到 - 切 可 能 的 郴 数 了 
的 -个 子 集 , 它 应 能 满足 以 下 几 项 要 求 ， 
1， 能 有 效 地 把 信息 搅乱 ,从 而 使 输出 的 序列 类 似 于 第 3A 
节 所 讲 的 抛掷 钱币 所 产生 的 序列 ; 
2. 易于 计算 ; 
3. 易于 改变 (这 意味 着 :为 了 改变 锯 钥 ,我 们 只 要 改 用 一 个 
不 同 的 函数 了 就 行 ). 
满足 以 上 要 求 的 一 种 途径 是 用 简单 元 件 组 建 复杂 函数 . 此 种 类 
型 的 编码 办 法 名 为 乘积 码 ,它们 很 有 点 像 传 统 的 揉 和 面团 的 算法 : 


O 泽 者 注 : 中 文 参考 书 有 万 哲 先 、 wren RRE ET Se SCALAR HE BEE 
EAA ie he 版， 
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CC 


非 线性 反馈 
移 位 寄存 器 


编码 后 的 信息 


oe Mt HX + 


oe XXi 


图 16 
利用 一 台 非 线性 移 位 寄存 器 编制 密码 . 这 里 画 出 来 的 仅仅 是 编码 线路 ,不 过 
译 码 线 路 基本 上 与 此 类 似 . 移 位 寄存 器 共有 mm 级 ,开始 时 含有 一 个 机 密 的 m 位 
Ba tm y Um—t 4 ytz oje Ay Ace FA BY m+1 位 数字 Um. 是 和 ai 的 一 个 复 
杂 的 非 线性 图 数 , 即 uati =S Ostert sm) , 接 下 来 是 4+: 二 fw;… ,um+1) ;等 等 . 


换言之 ,在 面团 上 执行 -系列 不 可 交换 的 运算 ! 例如 ,我 们 可 以 
排列 以 及 像 简 单 的 非 线性 函数 那样 组 合 两 类 数字 运算 . PISA AR te 
函数 的 一 种 有 用 元 件 是 图 17 所 示 的 两 状态 只 读 存 储 器 . 

为 了 说 明 这 些 操作 在 密码 编制 中 如 何 结合 运用 ,让 我 们 考察 有 
32 级 的 移 位 寄存 器 ( 见 图 18 底部 ). 基本 运算 是 32 位 的 一 种 排列 运 
算 ( 见 图 18 的 中 部 ) 以 及 图 17 的 那 种 其 状态 装 泡 , 它 一 共有 八 个 (都 
不 一 - 样 ) ,以 此 建成 非 线 性 函数 ( 见 图 18 的 上 部 ). 

可 以 反复 进行 这 些 运 算 ,例如 执行 15 次 ,得 出 的 32 位 数字 再 反 
锁 到 寄存 器 中 (图 19), 并 同时 用 和 作 32 位 密 钥 数字 上 串 , 与 32 个 信息 
上 位 相 加 (图 20). 

另 一 种 运算 方式 是 先 把 32 个 信息 位 与 移 位 寄存 句 中 的 存储 内 
容 相 加 ,然后 再 进行 15 次 重新 排列 与 非 线性 函数 变换 , 最 后 把 结果 
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(a) 
4 个 输入 位 集成 块 4 个 输出 位 


tb) 


17 
(a) 带 有 4 MRA M LA 1 TREAD RS Rik 
存储 器 (简称 2 一 ROM) ,此 种 器 材 价 格 便宜 ;而且 市 场 上 到 处 有 供应 . (b) 输 出 位 
是 输入 位 与 控制 位 的 某 种 函数 ,其 值 由 一 张 真 值 表 于 以 规定 - (当然 也 可 以 利用 
一 大 批 更 为 复杂 的 元 件 , 请 对 照 《< 科 学 美国 人 3 杂志 1979 年 7 月 号 第 79 页 上 的 
线路 医 . > 


得 到 的 32 位 作为 已 编码 过 的 密 文 - 

乘积 码 及 其 同 揉 和 面团 的 警 喻 最 早 大 概 是 由 Shamnon (49) ApH 
述 . 通过 重新 排列 以 及 非 线性 线路 来 实现 则 是 由 IBM 公司 的 一 些 人 
发 展 起 来 的 ,例如 可 参看 Feistel 的 论文 [11), [12] ,Feistel, Notz 与 
Smith 的 [13] ,[14] ,Girsdansky 的 [20],[21] ,以 及 Smith 的 [51;. 图 


a 
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er ee 


AA 18 


两 种 不 可 交换 的 运算 应 用 于 数据 的 32 位 第 一 种 运算 是 一 种 排列 ,而 第 二 
种 运算 则 是 由 图 17 所 表示 的 那 种 非 线性 函数 生成 装置 , 它 共 有 8 只 . 它们 由 从 
位 密 铀 进行 控制 ， 


17 至 图 20 的 线路 只 是 一 些 极 为 简单 的 例子 . 读者 在 发 明 他 自己 的 
更 为 复杂 的 线路 方面 将 不 会 有 什么 困难 . 

此 种 类 型 的 编码 装置 中 ,受到 人 们 密切 注视 的 是 IBM 的 罗 锡 弗 
编码 方案 和 美国 标准 局 颁布 的 数据 编码 标准 . 罗 锡 弗 编码 方案 ( 见 文 
献 C117 ,5202,C51)) 利 用 了 128 位 密 钥 (不 是 图 20 所 要 求 的 152 
位 ), 它 将 数据 编 为 128 位 一 组 的 密 文 (不 是 图 20 中 所 说 的 32 位 一 
组 ). 数据 编码 标准 ( 见 文 献 K3],[4],[40],[41]) 则 利用 了 56 位 的 密 
钥 , 并 把 信息 编 为 每 组 64 位 的 密 文 . 

不 幸 的 是 ,看 来 对 这 些 编码 方案 的 保密 性 能 研究 得 并 不 多 ,虽然 
也 曾 发 表 过 一 些 初步 的 研究 论文 ( 见 文 献 [2],[24]). 如 果 密 钥 不 长 ， 
那么 坏 察 伙 很 容易 通过 试 拧 各 种 可 能 密 钢 的 简单 办 法 来 加 以 破译 . 
基于 此 种 理由 ,数据 编码 标准 本 身 也 受到 了 批评 ,因为 不 相同 的 密 锁 
数 仅 仅 是 25a 10! (参看 文献 [6 , C7), (279, 0419, 0533, £572). 人 们 
妃 切 需要 当局 颁发 标准 以 判定 此 种 类 型 编码 方案 的 保密 性 能 . 

凡是 本 节 中 所 讲 的 所 有 编码 方法 都 假定 入 道中 不 发 生 错误 . 如 
果 信 道 错误 的 确 发 生 了 ,其 后 果 将 是 灾难 性 的 ,因为 好 的 密码 都 有 这 
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样 的 性 质 ， 只 要 改变 密 文 的 一 位 就 会 在 破译 信息 中 改变 全 部 位 数 的 
一 半 . 为 了 防止 这 种 危害 ,需要 在 编码 线路 前后 而 用 于 一 个 纠 错 码 
( 见 第 1 节 ) ,如 图 21 所 示 . 


密 钥 的 


8 位 


密 角 的 
8 位 


密 钥 的 
8 位 


初始 存储 内 容 
= FA 
3207 


图 19 
图 18 所 示 的 运算 要 对 移 位 寡 存 器 的 储存 内 容 先后 相继 执行 十 五 次 ,并 将 
最 后 得 出 的 32 位 反馈 到 移 位 前 存 器 . BAERS TSA. WH 
器 的 初始 内 存 由 32 个 密 铀 位 规定 ,因此 整个 线路 是 由 8X15 十 32 一 152 Eg! 
位 所 规定 ， 
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编码 后 的 32 位 


信息 的 32 位 | 


20 
本 图 表明 前 面 附 图 中 的 线路 县 如 何 编 入 通讯 系统 的 . 如 图 19, 一 个 给 定 的 
152 位 密 铀 用 来 规定 移 位 寄存 器 及 函数 了 需要 传送 的 数字 信息 被 息 分 为 各 个 
组 ,每 组 32 位 . 对 每 组 数据 ,我 们 用 移 位 寄存 器 的 32 位 信息 与 之 相 加 ,这 样 就 
得 出 了 32 位 编码 信息 . 然后 青 应 用 15 次 重新 排列 与 非 线 性 函数 变换 ,每 次 阁 
把 下 -- 个 32 位 放 入 称 位 天 存 嚣 ,并 与 数据 中 的 下 面 - -个 32 位 相 加 ,…… 如 此 
反复 进行 ， 


: 21 : 
MEERA PS UE SE PRE a 
误 , 也 会 使 译 码 信息 改变 一半. 


440 


第 4 节 
检察 欺诈 的 密码 


言 道 情 况 越 来 越 恶 化: 现在 它 已 真正 被 趟 家 伙 操 纵 ( 参 看 图 3， 
第 4 部 分 ). 他 虽然 应 允 忠 实 无 其 地 传输 我 们 的 信息 ,但 我 们 不 能 完 
全 信赖 他 . 因而 我 们 希望 信息 上 留 下 我 们 的 签名 ,或 者 说 ,对 信息 要 
有 一 种 鉴别 真 伪 的 办 法 ,使 他 不 可 能 用 假 货 冒 充 真 信息 而 不 被 察觉. 
E. N. Gilbert,F. J. MacWilliams 与 本 文 作 者 在 1974 年 发 表 的 一 -篇 论 
C19) 里 探讨 了 这 个 问题 . 有 许多 种 情况 会 导致 这 个 问题 . 原先 ,向 
我 们 提出 的 人 是 桑 迪 公司 的 西 芝士 (4G.J. Simmons) ,据说 它 同 限 制 
战略 武器 谈判 中 某 些 材料 的 生产 监控 有 关 . 但 是 ,用 赌场 来 说 明 该 问 
题 要 简单 方便 得 多 . 

世 场 由 坏 家 伙 进 行 管理 ,他 欺骗 老板 (是 个 好 人 }) 所 采取 的 手法 
是 少 报 力 角子 老虎 (一 种 白 动 化 赌博 机 器 ) 的 日 常 收益 ,侵吞 差 额 以 
肥 已 ,为 了 防止 此 事 , 老 板 提出 建议 ,在 每 只 机 器 里 设置 种 密 铀 天 ， 
另 有 一 种 可 以 把 每 天 的 收益 额 X 与 密 钥 去 都 作为 输入 的 附加 装 
侣 ,并 由 它 米 输出 一 种 “签名 "或 “鉴定 子 ” 

Z= @(X,K). 

WR BIEN 与 了 在 纸 带 上 穿孔 . 然后 坏 家 伙 杷 纸 带 邮寄 给 老板 ,后 
者 了 解 到 尺 . AX DK 重新 计算 2Z 值 ,并 核查 这 个 2 什 是 否 与 穿 乱 
人 在 纸 带 上 的 都 个 7 值 相符 - 如 果 两 者 - 敏 , 他 就 认定 X 是正 确 无 误 
(Wy. 

FR SRR AKER AZ AO CXMB, th RRB 
Ye PROB RAE K RBR -XX SARA X SZ. 如 果 
他 能 通过 某 种 方式 做 到 这 “点 ,即使 得 

Z = PX,K), 

TUL RET HB EE OG, HE REX —X A E 
包 . 


441 


ee et ere eres 一 一 一 一 一 AEN OEP GALI EEE | ni oo - 


图 22 
赌 台 老板 打算 在 “ 吃 第 子 老虎 ”内 安装 一 个 密封 盒子 . 它 将 记录 纸 带 上 的 日 
常 收益 X, 连 同一 个 数字 签名 2 后 者 是 工 与 密 铀 天 的 某 一 函数 . 于 是 2 一 下 
(天 ,天 .除了 天 之 外 洞悉 其 他 一 切 秘密 的 坏 家 伙 希 望 用 另 -一 对 数据 (各 ,2) 来 取 
RX, Z). 如 果 Z 能 满足 关系 式 FROCK, K) ,他 将 不 会 失 风 . 


”图 23 解释 了 坏 家 伙 可 能 采取 的 分 析 手 段 - 图 中 表明 了 对 应 于 不 
同窗 钢 的 一 切 可 能 信息 Xi Xe, Xs. WRB F Zi Z, …. RRR 
伙 看 出 了 信息 是 ,鉴定 子 是 图 . 通过 对 附 图 的 观察 ,他 了 人 解 到 窗 锅 
必 为 2,3,4,5,6 中 的 一 个 . 他 希望 用 X: 来 取代 和 ,必须 决定 用 哪 一 
个 鉴定 子 (Z4,%s 或 Z), WREE 2Z;, 则 他 幸免 于 被 人 查 出 的 可 能 
性 最 大 , 因 其 时 若 密 钢 为 2,5 或 6, 他 都 不 会 被 人 抓 住 拒 柄 , 换 句 话 
说 ,在 5 次 中 有 3 次 成 功 的 机 会 . 但 如 果 他 挑选 Z 或 Zs, WS 
功 机 会 上 共有 五 分 之 一 - 

以 上 论证 表明 ,在 设计 一 种 较 好 的 鉴定 系统 时 ,应 保证 使 每 一 对 
信息 一 鉴定 子 都 有 着 一 大 批 可 能 的 密 铀 .即使 真 的 做 到 了 这 一 点 ,也 
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信息 SH Cah. EE P 


2 {%,,Z,) 


图 23 
本 图 表明 信息 、 密 钥 与 鉴定 子 的 对 应 关系 . 


很 难 使 坏 家 伙 的 成 功 概 率 变 得 很 小 . 在 文献 C193 中 ,我 们 证 明了 下 列 
结果 
定理 2 BE MATRE E Xe Xe 个 可 能 密 

钥 Ki,… Ky 如 果 信 息 与 密 钥 是 随机 选取 的 , 则 在 利用 最 

优 策略 时 , 坏 家 人 忆 能 保证 他 的 成 功 概率 不 低 于 17/ 

本 定理 的 证 明 需 要 用 到 信息 论 技 巧 ,我 们 将 不 在 此 处 给 出 . 如 果 
系统 设计 得 不 好 , 则 极 有 可 能 使 坏 家 伙 的 成 功 概率 大 于 1I/~AX. 然 
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面 我 们 也 能 表明 ,应 如 何 设 计 系统 以 使 坏 家 伙 的 成 功 概 率 恰 为 1/ 
VN RE Re BEAD R AD ERA eT RB HE. (为 了 简单 起 见 ， 
我 们 假定 是 一 个 完全 平方 数 . ) 

设计 需要 利用 第 1 节 中 曾 定义 过 的 , 阶 数 ?= VS 的 射影 平面 
CRE 24). 


信息 了 是 所 有 
位 于 赤道 上 的 点 


BAK ERA 
其 他 点 


图 24 


在 ? 阶 射影 洁面 的 某 础 上 上 建立 起 来 的 最 佳 鉴定 条 统 . BEF SPX, h j 
Wit xX SRK MRA HED. 


TIN RE RE LTT ph betel he tet | RR. 
我 们 任意 选 -条 直线 . 称 之 为 赤道 . 信息 将 由 东道 | 的 z+ 个 点 
HABA KAR FH PARR 最 后 ,鉴定 子 2 一 @CX,K) 则 
是 联结 与 的 唯一 直线 . BOR PRE 的 坐标 与 直线 却 的 方程 
穿孔 在 纸 带 上. 

现 从 坏 家 伙 的 观点 考虑 器 题 . 他 知道 与 %, 作 关 十 密 钥 ,他 只 
能 说 , 那 是 和 中 余下 的 2 个 点 之 一 . 如 果 他 想 用 XX KE OX, 他 所 
能 做 的 事 , 不 会 比 从 v 个 密 铀 中 任 选 其 -来 得 更 好 . 由 于 可 能 的 密 铀 
(2 上 的 点 ) 与 检定 子 (直线 ) 是 一 一 对 应 的 灾 系 (直线 的 一 端 要 画 定 
在 点 并) ,因此 他 的 成 功 机 会 是 = 17\/ 丈 ,这 就 是 要 求证 明 的 . 
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上 述 设计 主要 出 于 理论 兴趣 ,因为 它 要 求 拥 有 一 大 批 密 钢 ,甚至 
比 第 3A 节 提 到 的 一 次 性 密 本 还 要 多 . 尽管 如 此 ,能 够 证 明 某 种 编码 
法 是 安全 的 (与 第 3C 节 以 及 第 5 节 所 叙述 的 编码 法 相反 } ,毕竟 是 
件 好 事 . 

值得 指出 ,这 是 一 种 一 次 性 密 本 可 能 化 无 用 处 的 情况 . 因 在 那 种 
情形 (见方 释 3) ,鉴定 子 将 是 信息 与 密 钥 的 简单 求 和 ,由 于 坏 家 伙 已 
知道 信息 ,于 是 他 就 能 立即 找 出 密 铀 . 

在 文献 [19] 中 我 们 也 讲 到 -- 些 其 他 的 监 定 办 法 (基于 射影 空间 
与 随机 码 ), 它 们 要 求 的 密 钥 数 量 较 小 . 以 上 的 分 析 ( 特 别 是 定理 2 的 
证 明 ) 都 假定 坏 家 全能 毫 无 困难 地 作出 他 所 需 的 一 切 计算 . 当然 实际 
上 他 要 受到 其 计算 机 性 能 的 制约 . 由 于 这 一 限制 ,在 第 3C 节 中 讲 过 
的 传统 编码 法 一 一 譬如 说 罗 锡 弗 编码 方案 一 一 就 可 能 用 作 鉴 定子 , 
因为 它们 能 产生 一 个 编码 信息 了 ,而 后 者 是 信息 See K 的 复杂 
函数 5 见 图 25) ,并 且 此 种 函数 是 经 过 特别 设计 的 ,以 使 得 当 处 ,Y 与 
巴 都 给 出 时 ,仍然 级 难 找到 K. 比 起 我 们 利用 射影 平面 的 设计 ,这 当 
然 是 一 种 远 为 实用 的 解决 办 法 ,可 是 它 也 有 缺点 ,因为 人 们 并 不 确切 
了 解 这 种 方案 的 保密 性 能 究 属 如 何 . 

鉴定 问题 的 另 一 种 解决 途径 是 利用 陷 门 嚼 数 , 见 下 文 第 SF 节 . 


$ tH K 


Pi x 编码 后 的 信息 
Y = (XM 


图 25 


第 5 节 
具有 公开 密 钥 的 密码 系统 
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5A 单行 道 函数 


本 节 将 描述 的 编码 方案 ,其 中 打 前 锋 的 是 简单 与 精巧 的 单行 着 
wh. 此 种 函数 了 能 把 某 些 固定 长 度 (例如 有 100 位 ) 的 两 进 数 字 申 
映射 为 某 些 其 他 固定 长 度 { 例 如 120 位 ) 的 两 进 数字 串 

f: F'O -> pr 20 
{BEN AE R RA PUR PE! 换 句 话说 ,如 果 人 家 告诉 你 
FCE) = 1010001…11011110， 

但 是 你 找到 XX 是 没有 门 的 ,即便 知道 函数 了 是 怎样 算出 的 . 当然 ,此 
种 说 法 并 不 干 分 确切 ,因为 原则 上 大 们 可 以 把 一 切 可 能 的 X 逐个 试 
BKB BART XARRA fKX) 可 以 等 于 已 给 出 的 数字 串 . 不 
过 ,这 种 做 法 实际 上 做 不 到 .因为 要 测试 的 ,不 同 的 实在 多 得 不 计 
其 数 . 因此 我 们 可 以 说 f 蚌 一 种 单行 道 泡 数 , 刀 打 对 任何 都 能 轻 
易 地 算出 /ZX) ,而 对 通 数 征 域 中 的 几乎 一 切 了 ,实际 上 算 不 出 /7 
C7) 的 话 . 

单行 道 函 数 肯 定 存在 . 例如 我 们 可 以 驱动 - -个 第 3C 节 提 到 的 
传统 编码 系统 ,如 图 26 Br ys. 


HH = x 
= + ren 
= 常数 Ye A 
26 


RREI A CP i FB BE ASD PI AY PT HAT A YT R 
FT O AERAR HEE X FR aT it He ea eH YR 
无 法 发 现 X. 


这 种 函数 对 计算 机 有 一 种 很 出 色 的 应 用 ( 见 文献 [9], C429). - 
般 名 全 是 准许 计算 系统 的 使 用 者 选择 他 们 自己 的 口令 ,以 便 在 他 们 
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OO cee ee a Aen ATE sre ai PS Fh 


上 要 时 鉴定 用 户 的 身份 . EO ORG ET ROLE PR 
险 , 因 为 司 这 些 文件 为 私人 保密 上 分 困难 . 作为 蔡 代 办 法 ,人 们 可 以 
利用 一 个 单行 道 函 数 f, 并 将 f( 口 令 ) 值 储存 于 文件 之 中 .由 于 了 不 
BE RAK RICE Mk IP PHS RS. RAB 
运算 时 ,他 就 林 入 其 口令 ,计算 机 即 算出 SP) FSH ER 
项 进行 对 比 . 这 是 一 种 非常 简单 , 连 笨 人 也 会 干 的 办 法 . 《为 了 使 它 更 
加 安全 可 靠 , 必 须 鼓励 用 户 不 要 选择 那 种 简短 的 英文 名 字 作 为 口令 ， 
因为 它们 很 容易 被 人 猿 到 ,…… ) 


5 fat) wR 


BA FT AA BE A a PS. Ay BRE X HE FOOD 
非常 安全 ,但 是 没有 人 (包括 合法 收 信人 在 内 ) 能 复原 X, 如同 Diffie 
与 Hellman 在 文献 [5] 中 所 指出 . 迁 回 办 法 是 利用 一 种 他 们 称 之 为 陷 
门 沟 数 的 东西 . 这 是 一 种 函数 ,例如 

By FW Fi, 
它 具 有 一 个 反 函 数 

D; FR pee, 
FFA EAD 都 易于 计算 ,不 过 ,还 是 无 法 通过 分 析 E RERA. 
除非 人 家 上 告诉 你 反 冰 数 究竟 是 什么 ,因此 王 似乎 是 一 种 单行 道 函 
数 . 于 是 ,E 可 用 于 编码 而 D 可 用 于 详 码 ,这 是 由 于 

”DCR(CX)) = X 

Xf F 中 的 一 切 X ARAM. 陷 门 函数 还 蕴含 着 -- 种 思想 : 人 们 可 以 
知道 如 何 进行 编码 ,但 却 不 知道 如 何 进 行 详 码 . 陷 门 冰 数 的 实例 将 在 
第 5C 节 至 第 SE 节 中 给 出 . 

一 且 我 们 知道 怎样 大 发 现 陷 门 函数 ,我 们 就 能 建立 起 Diffie 与 
Hellman 所 渭 的 公开 密 钥 密 码 系 统 , 假设 有 -- 群 人 希望 秘密 交 淡 ,于 
ERDA RE-TR ARE RAR RM D. RHR E, Ez, 
serres 将 金 部 罗列 在 一 部 公开 的 、 类 似 电话 号 码 短 那样 的 指南 录 中 ,但 
每 个 人 都 把 他 的 反 函 数 OB. 当 另 一 人 ;要 向 RRR OX 
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时 ,他 只 要 简便 地 在 公开 线路 上 传输 信息 
了 = E(X) 
就 行 了 . ATRA i A MK DL A RET 
DAY) = DCX) = X, 
从 而 读 出 原 有 信息 . 于 是 我 们 就 有 了 一 种 通讯 网 络 , 可 以 不 利用 密 铀 
而 保证 私人 秘密 不 致 溢 露 


5 ”建立 在 素数 上 的 陷 门 函数 


Rivest ,Shamit 与 Adelman 是 率先 发 现 -` 个 真正 令 人 满意 的 陷 门 
函数 结构 的 三 位 学 者 . 这 篇 论文 (44 行 已 在 1978 年 发 表 ,但 是 马丁 
加 德 纳 在 他 所 写 的 1977 年 8 月 的 专栏 文章 [17] 里 已 经 综述 了 他 们 
的 方法 . 由 于 此 种 方法 业已 引起 广大 公众 的 密切 注意 ,这 里 只 打算 作 
一 个 简单 介绍 . 

选 定 商 个 很 大 的 素数 (譬如 说 ,每 个 素数 都 大 约 有 50 位 那样 
长 ), 另 有 一 个 与 ?一 1 及 4 一 1 都 互 质 的 数 s. 计算 7 二 pg, 并 找 出 能 
满足 关系 式 


st = | mod(p — 1) + (g — 1) 
HOR t. FEA EMF (4) 


Rivest—Shamit— Adelman 


打印 出 "与 
AF pg t 严守 机 密 . 
编码 法 : 
EC) =zx* (modr)—y. 
D(y)=y' Cmodr) =z. 
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由 方程 4 及 某 些 初等 数论 知识 可 推出 Dy) 一 天 一 z 下 就 是 (人 
们 确信 和 如此) 一 个 陷 门 函数 ,因为 在 给 出 7 与 s 之 后 ,找到 2 的 唯一 
已 知 办 法 是 把 + 分 解 因子 ,从 而 找到 pig 与 然而 7 是 一 个 100 位 
左右 的 数字 ,在 现 阶段 ,对 如 此 庞大 的 数字 来 分 解 因子 是 实质 上 办 不 
到 的 -所 以 ,此 种 编码 方案 的 力量 在 于 以 上 于 实 : 相对 地 说 , 找 出 大 
素数 比较 容易 [51] ,而 把 很 大 的 数 分 解 因子 实质 上 几乎 不 可 能 125] 
(46). 


5 ”建立 在 背包 问题 上 的 陷 门 函数 


Æ Rivest, Adleman 与 Shamir 发 现 其 陷 门 活 数 后 不 久 Merkle 与 
Helliman( 见 文献 [38]) 发 现 了 另 一 族 简 单 函 数 ,构成 其 基础 的 , 则 是 
所 谓 背 包 问 题 . 

背包 问题 的 原型 是 ， 给 你 -只 背包 以 及 你 在 -一 次 长 途 徒步 旅行 
中 可 能 杷 要 朱 带 的 东西 ,你 能 否 找 出 这 些 东 西 的 一 个 子 集合 ,使 它们 
恰好 闭 满 背包 ? 问 -类 型 的 简单 数值 例 了 上 如下; 


一 个 简单 背包 问题 
你 能 否 从 下 面 列举 的 数字 
中 , 挑 出 儿 个 来 表 出 31? 
£10,17,9,12.410,60)? 
答 : 2 然 可 以 ,例如 


31=10-+9+12 


由 此 可 见 31 能 表 为 以 上 这 些 数字 中 第 一 .第 三 与 第 四 个 数 之 
和 ,这 一 事实 可 以 记 为 
31++(1,0,1,1,0,0). 
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反之 ,车 给 出 (1,0,1,1,0,0), 我 们 只 要 求 出 第 一 、 第 三 与 第 四 个 数 之 
和 ,就 能 重新 得 到 31. 

采取 此 种 方式 ,我 们 就 可 以 把 上 述 数 表 作为 一 种 极为 原始 的 纺 
码 方案 的 基础 ,如 图 27 所 示 . 


101100 f 31 - 101100 


图 27 
一 种 非常 原始 的 编码 办 法 ,发 送 人 与 接收 人 都 了 解数 表 [10,17,9,12,40， 
60). 


SAE Esl A Oe HY NB 2 EE 
(或 者 是 一 些 迅 速递 增 的 数 ) 时 ,因为 它 恰 恰 相 当 于 找 出 一 个 数 的 二 
进 制 . . 


一 个 极 容 易 的 背包 问题 
把 19 表示 为 下 述 表 中 不 同 数字 之 和 、. 
表 [1,2,4,8,16,32]. 


RS. 19= 1 十 2 十 16, 或 


19<+¢(1,1,0,0,1,0). 


反之 , 某 些 背包 问题 则 解 起 来 极其 困难 . 壁 如 说 , 数 表 中 含有 
100 个 数 aly Gas yaioo， 每 个 数字 都 大 约 有 40 位 长 ,而 y 则 是 一 个 
42 位 长 的 数 . 
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一 个 困难 的 背包 问题 


E SM Ca saz, ttt 54100) ;0:1 040. 
HE y(~ DRH a 之 和 
y=asgtay +a tH tot ea 


如 果 表 中 的 数字 是 任意 选 定 的 , 则 看 来 没有 什么 现实 的 办 法 来 
找 出 其 中 的 一 个 子 集 ,使 子 集中 的 数 之 和 等 于 四 ,因为 多 达 2'%~ 10% 
个 不 同 的 子 集 需 要 考虑 . 如 果 在 图 27 所 示 的 通讯 系统 中 利用 这 类 数 
表 , 那 么 保密 问题 自 可 以 令 人 满意 ,然而 遗憾 的 是 , 连 合法 的 收 信 人 
也 不 可 能 复原 信息 . 

我 们 所 由 要 的 是 具有 陷 门 性 质 的 背包 问题 ,对 合法 收 信者 来 说 ， 
解 起 来 极其 容易 ,但 对 任何 其 他 人 ,都 是 极 难 解决 的 困难 问题 . 
Merkle 与 Hellman( 见 文献 [38]) 讲 了 几 种 满足 上 述 要 求 的 办 法 ,下 面 
提 到 的 是 其 中 某 -- 方 法 的 变相 形式 , 它 也 曾 为 Graham (23) 5Shamir 


a= 8301051 
a = 202061 


a= 7804090 


a= 3508 O04 9 
a= 24:6013 
a = 333207 8 


SA . 
2 ARE 由 0 构成 的 级 列 


i 图 28 . 
FE PHAR 2 的 整数 得 的 六 个 数 a1,a:,…,ae, 将 用 于 陶 门 背包 问题 . 


ee aa aM Me 


CIL C483) Brak Sr eH. 

通过 选取 数 cue ,emoo, 我 们 首先 形成 一 个 容易 求解 的 背包 问 
题 , 在 数 的 十 进 制 表 达 式 中 埋 置 了 2 WRR CA 28 表明 了 - -个 规模 
较 小 的 实例 ). 

图 29 表明 这 种 简单 背包 问题 将 如 何 用 于 编制 密码 ,当然 它 极 易 
被 人 破译 ,因此 并 不 是 真正 我 们 要 用 的 东西 . 

替代 办 法 是 ,我 们 先 选 定 两 个 很 大 的 整数 7 与 ,要求 存在 着 一 
个 数 1, 使 下 询 关 系 式 得 到 满足 : 

st = 1{modr). 

然后 我 们 把 表 中 的 各 个 数 a HTL, Ree IB E MFA s, 


信息 易 解 的 背包 编码 
} & 3010 5 5 $8 30 1 0 5 ] 
0 202 06 I 
] 780409 0 7804909 0 
0 3 5 0 8 O 4 9 
1 2416 01 3 2416060 21 3 
t 3 3 3 OC F 8 3332078 


218 §$ 323 2 


5384 aiek 7101011 
iX Ak fA AL: 


图 «9 
EE RHE 28 的 穿 易 求解 的 背包 问题 如 何 用 十 编制 密码 . 如 图 27 — HE. 
只 需 把 表 中 对 应 于 信息 中 是 1 的 各 行 数字 相 吉 , 即 可 得 到 编码 后 的 管 息 . 破译 
是 轻而易举 的 : 正中 间 一 对 数 的 “ 进 制 记 法 就 是 信息 1 


152 


然后 再 取 模 > 的 剩余 数 . 结果 得 到 

Cd, sbs tee Pico, bi = sa;(mod 7). 
它们 看 来 就 很 像 0 到 ?一 1 这 :一段 中 的 随机 数 , 对 不 知道 "rs* 与 i 的 
任何 人 来 说 ,似乎 就 是 一 个 极端 困难 的 背包 问题 . 正 是 此 种 难 解 的 背 
包 问 题 才 可 用 于 实际 编码 . 我 们 把 sarar 与 上 秘 而 不 宣 ， 
打印 出 bi pbz +t s bico 编码 法 如 下 : 


陷 门 背包 编码 方案 
打印 ;023 aes +2100 
把 两 元 信息 


T= (N14 Te 9°" T100) 


编码 为 数 


100 


E(x) 一 之 op 一 4. 
在 译 码 时 , 先 形成 


100 


ty = poe 
100 ‘=! 


= 2i2a,(mod r) 
再 解 出 这 个 易 解 的 背包 问题 


以 得 出 T1o%oy °** y T100- 


图 30 将 给 出 一 个 实例 ,不 了 解 r,s 与 上 的 任何 人 将 面临 一 个 极 
端 困难 的 背包 问题 ,然而 合法 收 信人 却 能 在 转瞬 之 间 复 原 信息 . 
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信息 ” 易 解 的 背包 ERRE 编码 

t 8301051 41515862967 515862967 

0 202061 |1679273397 

1 7804090| |513438305 513438305 

0 3508049 ||402161783 

1 2416013 |1|427531791 427531791 

1 3332078 4|376052641 376052641 
EU Nar 1832885704 
5 = 324358647 密码 


r = 786053315 取 余 数 


30 
区 28 WY Sh Gl BT ARRA, uh RE s= 324358647 FP RT HE 
AUER r - 786053315 取 余数 , 在 破译 时 ,我 们 可 利用 数 :一 826072163, 它 是 满足 
关系 式 * +=) (mod 7?) 的 - 编码 后 的 信息 1832885704 乘 以 上 并 按 模 " 取 佘 后 将 得 
出 21853232. $E HAWA HT 53 用 一 进 制 ( 融 图 29? 和 表示 出 来 , 它 就 是 原来 
的 信息 . 


5E ”建立 在 可 帕 码 上 的 陷 门 函数 


McEliece 见 文献 371) 已 利用 哥 帕 码 ( 殉 第 1 PADET - 
族 陷 门 函数 我 们 先 确 定 两 个 数 = 2" 与 所 在 域 97 C2") 上 选取 一 个 
次 数 为 :的 不 林 约 多 项 式 6G(z)， 作 出 对 应 于 能 纠正 上 个 差错 的 哥 帕 
码 的 奇偶 校 验 和 矩阵 HC( 见 上 文 的 方程 1). 由 召 计 算 密 码 的 生成 元 短 
件 ,这 是 一 个 EXn 矩阵 M ix B k=n— mi. 于 是 a £= (£1, E2, "t, Te) 
为 信息 向 量 , 则 对 应 的 码 字 < 二 《0,02,… sen) Hi E ERE 

c = 2M GRR 2 计算) 
给 出 (从 号 很 容易 算出 1 ,请 参 有 文献 [35) 的 第 “ 章 ) 关键 的 想法 
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是 要 揽 乱 ,这 可 通过 选取 随机 、 可 逆 的 Xk ERA SR - 
AY BALAK nxn 排列 矩阵 ,并 从 而 产生 新 的 生成 元 乍 阵 

M = SMP 
而 达到 目的 - 接着 就 打印 出 好 ,而 对 M, S.P 加 以 保密 . 以 下 即 是 它 
的 编码 方案 : 


利用 哥 帕 码 的 编码 方案 
把 下 位 信息 z 按 下 列 变换 


y=rM +z 
EFT HAS EAE z 是 一 个 含有 t 个 1 的 随机 


向 量 , 由 发 送 者 子 以 选 定 . 
译 码 时 ,要 计算 


yP = (2S) M+ P), 
然后 按 通 常 办 法 译 码 以 得 出 z5 并 最 后 推出 x. 


发 信者 通过 改变 任意 选择 的 上 个 位 上 的 数字 以 掩盖 码 字 M. 
由 于 哥 帕 码 有 能 力 纠正 上 个 差错 ,所 以 合法 接收 者 能 够 除去 这 种 畴 
变 ,例如 可 以 利用 在 文献 [35) 的 第 12 章 中 所 提供 的 纠 错过 程 . 可 是 
不 了 解 M,S 或 尸 的 窃听 者 则 只 能 试 之 又 试 ,以 破译 由 生成 元 矩阵 
M 作出 的 密码 - 它 可 是 一 个 数字 非常 庞大 的 、 看 来 像 是 完全 任意 的 
线性 码 . 对 于 这 样 的 密码 ,一般 认为 ,即使 不 是 不 叮 能 ,也 将 是 极其 难 
以 破译 的 . 

作为 一 个 数值 例子 ,我 们 可 取 二 1024 二 2",t 二 50, 这 时 ,对 G 
(z) 就 有 大 约 10L@8 种 可 能 选 法 ,对 8 与 P 的 可 能 选 法 其 至 更 多 .但 
的 规模 至 少 为 上 一 1024 一 10X50 一 524, 此 时 ,窃听 者 将 面 对 -个 字 
长 为 1024: 看 来 是 完全 任意 的 可 校正 50 处 差错 的 纠 错 码 的 破译 问 
题 . 欲 知 详情 ,请 看 文献 [37). 
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5F 署名 邮件 


某 些 公开 密码 体制 使 发 送 “ 署 名 邮件 ”成 为 可 能 ,也 就 是 说 ,i 有 
可 能 通过 密码 形式 给 ; 发 送 一 个 信息 , 面 此 信息 只 有 i 才能 发 送 . 当 
密码 用 于 传输 金钱 时 , 这 种 性 质 自然 十 分 重要 . 

为 了 使 这 种 想法 成 为 可 能 , 陷 门 活 数 名 与 如 ( 见 第 5B 节 ) 应 当 

BCDLX)) = X J} -U X 都 成 立 ， (5) 
EH, | | 
D (ECX)) = X 对 一 - 切 X 也 成 立 . 
第 5c 节 讲 到 的 素数 方案 显然 能 满足 此 条 件 . 于 是 这 个 人 只 要 简单 
地 把 信息 X 编码 为 
Z = EY DAX)) 
而 把 它 送 给 ;, 后 者 即 能 通过 以 下 计算 
EADAZ)) = EDX) = X 

而 迅速 地 复原 信息 X. 只 有 i 这 个 人 才能 发 送 此 项 信息 ,因为 只 有 : 
才 知 道 D. 因此 ,2 实质 上 是 -个 x 的 署 了 各 的 版 本 . 

满足 关系 式 (5) 的 陷 门 函数 同样 也 可 应 用 于 第 4 节 所 讲 到 的 鉴 
别 问题 . AEX BAREIS SEF PCxX) 结 伴 同 来 . 任何 当事人 都 知 
道 ,只 要 验证 -下 

ECD(X)) = X 

即 可 证 明 X 不 是 假冒 的 . 然而 由 于 了 本身 是 机 密 的 ,因此 坏 家 伙 无 
法 找到 堪 与 他 的 作伪 信息 X 相 匹 配 的 鉴定 子 DX). 

关于 署名 信件 的 进一步 资料 ,请 参看 文献 [30), [442 与 [457. 在 
本 书 中 ,由 Shamir,Rivest 与 Adleman (RCT DA 5 89 BK—- HR A T 
这 些 概念 对 “心理 扑克 ?的 奇妙 应 诈 . 


56 结 论 
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其 他 公开 密 钥 密码 系统 也 有 人 提出 来 了 ( 见 [26] , 331). 在 所 有 

这 些 方案 中 都 存在 着 一 个 重要 的 .悬而未决 的 问题 
[它们 的 安全 性 究竟 怎样 引 

它们 像 是 很 安全 ,但 迄今 对 它们 的 保密 力量 所 知 其 少 ,隐隐 和 然 总 
有 一 种 可 能 性 存在 :有 一 天 什么 人 将 会 发 明 一 种 巧妙 的 破 详 办 法 . 现 
在 ,已 有 人 提出 了 好 并 种 攻打 素数 方案 与 背包 方案 的 建议 ,但 看 来 尚 
未 成 为 种 严重 的 威胁 (参看 [28],[431,[48] ,[50]). 

我 希望 通过 这 篇 介绍 性 的 文章 ,读者 们 将 对 一 个 激动 人 心 与 迅 
速 发 展 的 领域 产生 浓厚 兴趣 . 我 们 业已 看 到 ,即使 在 最 苛刻 的 条 件 
下 , 仍 有 一 些 巧妙 的 方案 可 供 利用 ,使 我 们 得 以 进行 机 密 的 私人 通 
讯 . 
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